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DILUCTDATIONES 
SUPER METHODO ELJiiaANTISSlMA 
QUA ILLUSTRIS DE LA G-RANG-E USUS EST 
m INTEGRANDA AJ^QUATIONI^ BIEEERENTIALI 

dx dy 

Vx ““ y f 

OommeuiEifcio 50 G iiidiois Enuhtiiokmiani 
Acta acaclemiae sciontiavmii Potropolitaiuie 1778: I (1780), p. 20—57 


1. ]?ostquam diu et multuin in porscrutaiirhi ji,Gquartiono difToventiiili 

dx dy 

yx ~~ yr 

desudassem atquG imprimis in inothodum diractam, qimo via facili ac plana 
ad eius integrale perdiicorefc, noquicquam iiiquiaivissom, pGiiiks obslinpui, 
cum mib i nuiiciavotur in v o liini iiio q a ar t o M i s c o 1 1 a n g o r u m T a u r i n o ii s i u in 

ab Illustri im la Grange^) talem methodum eaao axpositam, cuius opo pro 
casiq quo 

X = A -)- 3(0 -I- Oxx -I- 
et 

a! + + Oyy By^ -p My\ 

piopositae aeqnationis didorentialis hoc mtograle algebraicum atque adeo 

^1) I. L. LA&RANaE, Sxir VinUyniUon dc ymlyncs eqimlions iliy'drmmiGH doni Us imUtcrmmdeH 
sont sc^ardcs, mais dont ciiaque mmnhye en 2 }ariici(Uer n'est x^oinl iniq/rabk, Miao. Taur. d- (l 70 C/9): 
IT, p. 98; Oemm de lyAOJiAz/Gx, publiaea par les soitis do U, I. -A. SniiiinT, t. II, p. 6. A. K. 
Lbonharoi Eulhri Opera omnia I si Commentatiouos analytioao 1 
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IN IN'fEGEANDA ANQUATIONfi DIPFEllENTIALI y-- ^ 


quae difFereutiata dat 


2V(IV 

¥-yf 


2 VV{dtVy-dlj) 

- 


I> {(lx -f- {l'}f) — 2.Fj{(t) ~|- {dx + dy)^0. 


6. Quo nunc calculus plaulor reddatur, seorsiin partes vel per dx vel 
per (ly affectas iuvostigeinus. Pro el omen to igitur dxy si y nt constans 
spectetur, erit 


dV^ 


X'dx 

Jyx' 


unde siugulae partes ita se liabebmit 


dx 


(d 


VX' 


{(c — yf-yx 


2VV 

Cr vf 



ubi notetur esse l^=YX-yyY hiucqiie 

vryx^(x~i- r)yxd-2xyr, 

unde hie duplicis generis termini occurrunt, dum vel per yx vel pei* /V 
sunt aifecti. Duo autom tormini adsunt /Y jifleeti, qui sunt 


ixyr x'yr 


qui ergo iunctim smnti dabunt 


quae forma ob 

hineque 

dabit 


X A~\- Bx Cxx d- Dx^ “h 
X'^ B -h 2 Cx + til) XX -h 


(a? y) 4 X 4: A. B (3a: + ?/) — 2 0{xx *1- xy) — 1) {x^ ‘dxxy) — 


Termini autem per yx affecti sunt 



y^(^'(<«-2/)-2(Z+ Y) 


D{x-y)‘-2]j;(x + y)(x-yfj. 
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DILUCIDATIONES SUPER METHODO QUA EA GRANGE USUS EST [20-22 


completuni felicissiino successii elicuit 

= ]/(^ + -0 + !/) + i’fe + yy ), 


ubi /J tl6iiot<i”t c|Ufljiititfit6iii constant 0111. iirbiijrcirifiin poi’ iniiGgrOitioiiGni iu- 
gressain. 

2, Iskid autom egregium inventiim eo magis sum admiratus, quod equi- 
doni sGiupGi putcivGiani talciii iiiGtliodiiiii in iiivGstigaiido idouGO factoro^ quo 
aequatio proposita integrabilis reddoretur, quaeri op or ter e, cum vulgo oinnis 
metliodufi iiitegraudi vel in soparationo variabilium vel in idoneo multipli- 
catoro continori videatur, etiainsi cortis casibus quoque ipsa differentiatio ad 
integrale perducere queat, quemadiiiodnin tarn a me ipso quam ab aliis per 
plurima exempla est ostensum, A.d hanc autem tertiam viain ilia ipsa 
motliodus Qrangtana rite referri posse vidotur. 

3, Qiiaiiquani autem facile est inventis aliquid addere, tamen in re tarn 
ardiia plurimum inter erit banc metliodum all Illustri la Grange adhibitam 
accuiatius peipeiidisso atqtiG ad usuni analyticum magis accommodassej si- 
quideni totiiin iiegotiiiin iiiulto facilins ac siinplicius expediri posse vidoturj 
quamobieni, quao de hoc argiimento, quod merit o maxinii momenti est cen- 
sondiun, sum meditatus, hie data opera fusius sum expo si turns, 

4, Quouiam autem hoc integrale ab Illustri la Grange iuventum ab iis 
formi s , quas qi se olim ded oram , plurimum discrepat ac simplicitate non 
medio Cl itei aiitecellit, ante omnia visiini est scitari, qnomodo aequationi 
differentiali satisfaciat. Hnnc in finem pono brevitatis giutia Yx -}- ']/¥= V, 
ut hah earn 

+ i)(® + 3/) + + */)“), 

quam aequationem ita differentiare oportet, ut constans arbitraria J ex dif- 
ferential! excedat. Sumtis igitur quadratis erit 

^ ^ q_ 2) (r 5 -j- 2/) -f- E((g -f yf, 



INTEGRAND A ATCQUATIONE DIERERENTTALI -f- = 


quae cliffereutiata dat 


} Vd V 

l^-yY 


■2 VV{dx~dy) 

¥^yf 


B(dx + (ly) — 2J<){x 4- y) (dx -f- = 0. 


0 . Quo nunc calculus planior reddatur, seorsiin partes vel per dx vol 
per dy affecfcas investigeinus. Pro elemento igltui; dx, si y ut constans 
spectetur, erit 


dV= 


K. dx 

2j/z' 


unde singulae partes ita se habebunt 


dx 


/ VX' 
\(cc~yy]/X 



ubi iiotetur esse V= Vx -j- y Y liincque 

vrVx = (X + Y) Vx Y 2 xVy, 

imde hie duplicis generis termini occurrunt, diim vel per Vx vel per Vy 
sunt alFecti. Duo an tom termini ad sunt Y Y afleoti, qni sniit 

_JXJ/Y X'yY 
'(x-tjf + '(xXyy > 


qui ergo iunctim siimti dabunt 


quae forma ob 

hineque 

dabit 


(aj — yy ^ '^) f 

X === A Y Bx Y (^oox 4- Bx^ + iiV 

X' = j5 -h 2 (7a! 4- 3 Bxx 4“ 


X\x-y) 


4.x = — 44 — .Z7(3a; + y) ~ 2 C{xx -f- xy) — B {x^ 4- ^Sxxy) — iEa^y, 


Termini autem per VX alfecti sunt 


l/ ^ 

(x yy 2(X 4- y) — . B{x — yy ~ 2 E{x -P y){x — yf) 


A* 
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DILUCIDATIONES SUPER METHODO QUA LA GRANGE USUS 


EST 



Cimi igitiir sit 

X+Y==‘iA + B{o-. + y)-\- C(a;“ + «/*) -|- + ?/’) -|- ~|- ;'/*), 

facta substitutione iste postremus factor erit 

— 4^ — + ^y) — 20(3^2/ + yy) — D(^6xyy + ?/“) 4.W:r/, 

quae forma a praecedente hoc tantum discropat, quod littorao ot y sun 
permutatae. 


6 , Quod si ergo brevitatis gratia poiiamus 
ill = 4^ “h j5(3a: 4" ?/) + -|- xy) + 4) (ad ~\- 'dxxy) -|- 4. ;v, 

+ B{x 4- ^y) 4- 4- a;^/) 4- + da;://y) 4- 4- lCxy\ 

hinc pars eleineuto dx affecta ita erit expressa 


7. Simili modo ob 

•iT/Y 

partes element o dy affectae erunt 


dy r 7r 2Vvy7 
yY^{x-yy {x — yy 


-Dyr-2i?(» + ?/)yr). 


Haec iam forma ob 


7= yz 4 - ]/ J et F 7y7 = (X + Y)yY -\~ 2 .7]/X 
sequentes terminos per Vx affectos 


y~inx-y) + iT), 

quae forma ex priore praecedentis calculi oritur, ai IHberae » et 1 / ponini- 
611 ur simulque aigna; unde patet Imno expressionem praebere valorem N. 



24] IN INTEGRANDA AEQUATIONE BIEPERENTIALI k 

^ 1 _ Vx Yy ^ 

Reliqui aiitem termini per VY ofFecti enmt 

( 5 ^ - 2/) + 2 (X + r) - 2) (rc - 2 /)“- 2 J4’(rc + 1 /) - j/)=) . 

Haec forma iterum ex permutatione litteraruni et siguoruin ex forma prae- 
cedeiitis calculi oritur; quae ergo cum esset — N, haec orit ~f M, Hoc igitiir 
inoclo partes elementiim chj continentes enmt 

8. Coniungendis igitur his membris aequatio dhferentialis ox forma 
Giungiana orta erit 

vf/r yx) 

quae per factorem commuueni divisa pmebet ipsam aequationein differentialem 
propositain = unde simul pateb aequationein integralom exhibitam 
lecte so habere atquo adeo valorem litterae J arbitrio nostro penitus rolinqui, 

9. Antequam ante in metliodum Grangianum ad ipsam aequationem difforen.’- 

tialem in omni extensione acceptam applicemus, a casu simplicioro 

inchoemus, quo aequatio adeo rationalis proponitur haec 

dy 

a ihx-^-cccx a^'Wy '-ir cyy ' 

ANALYSIS 

PEG INTEGEATIONE AEQUATIONLS DIFFEEENTIALIS 

dy 

26aJ + crcic -{• Gyy 

10. Ponamus brevitatis givatia 

a + 2/jir H- Gxx = X 

et 

a -}- 2% -f cyy = Y, 
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DILUCIDATIONES SUPER METHODO QUA LA ClRANGi!^ USUS EST 124—35 


ufc fieri clebeafc 

dx dy , 

quae formulae cum inter se debeant esse aequales, utraque per id (5 in do 
men turn dt designetur, ita ut nanciscaraur has duas formulas 

-^-=x et %= Y. 
dt dt 

Quodsi ergo iani statuamus co — y^^q^ orit 

|=X-r=265- + co-(.,; + 2/), 

unde per q divideudo erit 

— 1=^ 26 d- c{x~\-y). 


11. ]\unc primas lorniulas difierontienius sumto olomeiito di ri<)TiHl;an|j (5 
et facto 

dX^X'dx et dY^Y’dy 
orientur hae diiae aequatioues 


ddx 

dxdt 


X' 


et 


ddy 

dydt 


quae invicem additae praebent 


Quare, cum sit 
erit 


ddx . 
dxdt ^ 


^dy ■ , 

dydt ^ ^ 


X'==26 + 2ca; et T^2h~y2oy, 


oniaui igitur hie postremus valor duplo major eat praecedouto 
mucti sumus ad hanc aequationem 


ydi * 
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25-26] IN INTEGRANDA AEQUATIONE DIFEERENTIALI 

1/ y • 

quae integrata dat Idx -f- Idy = '2lq const., hincque in nuraeris erit 


ita ut sit 


dxdy = Oqqdt\ 


Quare, cum sit 
aequatio iutegralis erit 

quae ergo non solum est 




et 


dt ^ ■ 


XY 
{x — yy^ 




algebraicti, sod etiam completa. 


13, Si igitur proposita fuerit haec aequatio differentialis 


dx _ dy 
ft -f 2 & -H cxx ~ a 'Y ihj~Vmi ' 

eius integrale completum ita erit expressum 


(ft q- 2 6 .r -j- cxx) (ft ~\- 2 hy -j- o y y) ^ 
>-2/0'’ 

quae utrinque addendo hb — ac induet hanc Ibrmam 


+ y) + q- (g; + yY -\ ~ 2l)cxij(^ -h ?/) -j- ccxxyy 
(x — yY 

sicqiie oxtracta radico integrale hanc formam habebit 

ft^q-&(a;-[- y) q- cxy _ ^ 
x~y ~ ’ 

quae sine dubio est simplicissima, quandoquidem tain y per x quam x per y 
facillime exprimi potest, cum sit 


^ -[-1} -Y cx 


ot 


ft “1“ (// -f* b') y 


^~b 


cy 


14 Calculum, quo hie uai sumus, perpendenti facile patebit in his formis 
.X et y non ultra quadra ta progredi licere. Si enim ipsi X. insuper tri- 



DJLUCIDATIUNES SUPER MBTHODO QUA LA GRANGE USUS EST |'3r.- ‘Vf 


i> nan 111 3 tenninum dcc^ et ipsi Y terminuin dy^, pro prioro forirm. prcxlib 

d(j 
qdt ' 


= 26 + + 2/) 4" “h yy) ^ 


j)vo altera aiitem forma est 

X'+ r= U + 2c(^ + y) + U{xx + yy) - ■ 

Qimre si liinc duplura praecedeutis auferamiis, oolligitur 

dd^ ddy NS 

dxdt dydt qdt ^ ’ 

qnam aerpiationem non amplius integrai’e licet, 

15. Facile autem osteiidi potest talem aeciuationoiii (JiUbvontialom, in (iiiii 
ultra ciuadratum procoditur, nullo ampHiis modo algobraici,) intogi.'ari lurnsn. 
• i Miim tantnin hie oasra propoueretnr 

|n '.'guile partun loganthmos partiin arcus oiroulares' involve., -o i,leo<ino ,|nm,.. 

Hi'ii Lnr““'l f «»",,arai,'i poHiunil.. 

comparationes iis tanturn casibus locum liaboro .oHsunl, 
-l>'.mdo utunque umus gonens tantum quantitates transcondentos occurnml,. 

ANALYSIS 

PKO INTEGIUTIONE AEQaATION.lS 

dx 


dy 


j tty 

« H~ 26 a' + exx "’■' a 
16. Quodsi hie ut ante ponamiis 


0 


jitatui debebit 


d<x 

^YHx^exx 

dy 


dty 




'd vei’o si calcnlnm siinili mndn r. 

proticiiaus. Pustiiuau, autem omues diffl! u nihil plan 

''' "f quo hmc oasum exuld r P®P®«lissGm, band,,,, 
‘ncrementum mothodo CoZ oonton, 

BAruHANAE attuhsse mihi yideai, 
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IN INTEGIIANDA AEQUATIONE DIPFEIIENTIALI 4* = 
y-^ Vy 


17. Qiioniara igitur has cluas habeo aequationes 


dx -v i. dy 

^ = Z et 
at dt 


hinc formo istam novain aequationem 

lam facio aoy =«= w, ufc haboam 


"di ^ “ 2/) > 

unde posito x ~ y = y erit = q{cu ~~ ft), quae aequalio per cu — a divhsa 
ductaque in c praebet 

cdw __ 

— ft) ™ 

hocquo niodo naefci simiiis dillbrentialG logarithniicuiu. 


18. 

bimus 


Dein vero aequationes principalos nt ante diiferentiomus 


ddx ^ 
dtdx 


et 


ddy 

dtdy 


et obtine- 


quae invicem additae dant 



r- r = 2cfi; 


quare si hinc duplinn praecedentis aequationis subtrahamus, remanebit 


1 fddx . 
dt\dx 


ddy 

dy 



unde per cU multiplicando et integrando nanciscimur klx-{-ldy-~ 2 l{Gii~a) = lG 
ideoque = Gdt\ Cum igitur sit dx^Xdi et dy = ~ Ydt, aequatio 

integralis nostra orit ~ = G. 

Lbonhahui EuiiBHi Opera omnia lai Commoufcafcioiioa analyticiio 


2 
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DILUCIDATIONES SUPER METHOUO QUA LA GRANGE USUS EST (28-29 


19. Per hanc ergo analysin declncti siimiis ad haiic aequatioiiom into- 
gralem aequationis propositae 

(a + 2 lx + cxx) (a + 2 % + cy y) __ n 
(a ~ cxijY ’ 

quae aeqiiatio, si utrinque unitas subtrahatur, reducitur ad Iiano form am 

2flfc(a; + y) xy 2hcxy{x ~\- ^ 

(a — cxyY ' 


zu. iiiiistremus hanc integrationein exemplo, ponondo 
c == 1, ita lit proposita sit haec aequatio diflerentialis 


IV J, y 




(lx 


iT 


dy 


yy 


0 , 


emus integralo iiovimns esse Atang. (i' + Ateng. ;/ = Atang. sicqvin 

uo^imus esse At< vero nostra postrema formula cliit [iro hoc 


#5?“^ i'ieoque = 


quod egregie convenit. 


poiuitnr haec aequatio 


cuius integrale est 


, dy 
1 + XX '' i 


unde sequitur fore 


Vb fS + “ c, 

> 

A tang. -lii±l±»!/)V'8 - 

4 + 2(.^•-pyp:2^ ^ 


ideoque etiam ^f±l±^y r ki- o 

cusu (kbit ^ + + integralis inventa pro ho, 

^JJ:J^±Vl±^jJ^xy{x-\-y) 

0~-xyy ~~ 



29—30] IN INTEGRAND A AEQUATIONE DIPFERENTIADI — - = 

1^^ Vj 

quae in factoros resoluta dat 


(l + a; + y)(a;4- y + a;y) _ 
(1 — ccyy 


Prior vero aequatio 
et unitate subtracta 

1 -j- a; -f y p 

1-xy^ 


= C iiiversa praebet = 0 

x'^-y-\- xy 


V 

— O atque baec in praecedentem ducfca dat 


22. Videamus igitur, utrum hao 
veiiiant, et quia coiistantos utriiiquo 
aequationes ita referamus 


posteriores aequationes inter se con- 
inter se discrepare possunt, ambas 


1 — 

X -i- y ^xy 


a 




unde cmn sit -i = , eyidens est fore /? _ 1 = 1 

consensus inter aiiibas formulas elucet. 

Ex bis exemplis iirtelligitur aequationoin genoraleui 
modo per factores repraesentari posse 


, ex quo piilcherrimufi 
supra inventam hoc 


(2?> q- o{x -[- y)') {a{x -(- y) q. 2 hxy) 

{a - cxff 

Ceteruin coiisidoratio haruin rormularum baud iniucundas speculationes sup- 
peditare poterit. 




23. Sequenti autem modo forma ilia integralis inventa 

( 2 & + g (a; -p y))[a y) -f- 2hxy) „ 

(a ~ cxyY ~ "" ^ 


statini ad formam simpliciasimam reduci potest; si enim eius 
tuamus 


a~cxy 


et 


■ K=r! r/ 

a — cxy ^ 


factores sta- 


ut esse debeat erifc aF^cQ 


a — cxy 


unae ni 


^ «P— 2& 


2 ^ 
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Dime IP viTI ONES SUPER METHODO QUA LA GRANGE USUS EST [30—31 

sicque quantitati conatanti aequari debet haec forma ex quo 

patet, etiam ipsam quantitatein P constant! aequari debere, ita ut iam 
aequatio nostra iutegralis sit 


= 0 yel etiam ±±ML+lhlJ^c 
“ a — exv 


ALIA SOLUTIO FACILLIMA EIUSDEM AEQUATIONIS 

1 — = 0 

a-\-2hx-\rOxx~ aiy + cy?/ ^ 

M. Postrema reductioue probe perpensa comperui statim ab initio acl 
formam iutegralis simplicissimain perveuiri posse atque adeo non necesse 
esse ad differentialia secmida ascendere. Si enim nt ante ponamns x-^y=p, 
a) y = q et xy ex formnlis 


(he 

lU 




et 


dt 


Y 


statim deducinius 



1 — cp ip unde fit 


dp 


2 & -p cp 


~ = qdt, 

* rti 


<50. PoiTo voi'o erit 


ydx pxdy 
^dt. 




aq + cqu^ 


mide lit 

0% — a 
(Ip du 


qdt, qiiam ob rem bine statim colligimiis banc aequationem 
2 r-r'c 2 s^^ir^» integi’atio praebet l{2h cp) a) IC; imde 

deducitm- baec aequatio algebraioa = 0, quae restitutie litteris a- et p 

est forma simplicissima aequatiouis integralis desi- 
Hic imprimis notatu dignum ocenrrit, quod casnm primnm bac 
■' "^Vere non licet. 


inventa facile aliae derivantnr; veluti si 

[-_y)Pr2hxy ^ 

)xij — >1 ■ " qnae per praecedentem di- 
at, scilicet = C\ quae formae 



31-32] 
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IN INTEGRANDA AEQUATIONE DINEERENTIALI -- = 

- Vjc yr 

quoinoclo sa-tisfacifint, oporaG prctium Grit ostGiidissG. .lOt quiclGin postroina 
forma, differentiata, erit 

^■■bb(yda: xdy ) ~2 hc('yydx -\~ xxdy) 

(a'C^’ + ^/) + ' 

quae in ordiuem redacta praebet 

dx(2ah -j- 4:hby -j- 2bcyy) d- dy(2ab -|- 4.hh(v -f- 2hcxx) = 0. 

Haec per 2h divisa ot separata dat 


I ^ _ .. 

a ^'2hx ~i-cx X a -h 21) y ^^eyy ^ ’ 


quae est ipsa proposita. 


ANALYSIS 

PRO INTEGRATIONE AEQUATIONIS 

^ dy 

I^(A "b “1“ Gxx'^ "b R^/ H" ^Vtf) 

27. Introducto novo eleinouto dt, deincops pro constaiiti habendu, 
orinntur liae duae aequationes 

§1 ^ i/x et =» i/y 

ubi litteiis A et Y valores initio assignatos tribuainus, Videbiiiius autein 
pro methodo, qua hie utemur, terminos littoris D et J<J affectos omitti debere. 
Sumtis ergo quadratis orit 


~a = A et =a K 


df‘ 


(}f 

dt~^ 


28. Nunc istas fonnnlas differentiemus positoqne, iit fieri solet, dX^X'dx 
et d Y = Tdy nanciscemur has aequationes 


2ddx 

~w~ 


et 


2 ddij 
di^ 


CARNEGIE INSHTUTE 
OF TECHNOLOGY LIBRARV 
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ac posito fiet = 7'. Cum iain sit 

X^== 1j -{- 2Cx 7 ot 7 = ./? ^Oy -|- \S])yy -|- 4, /(/’?/'*, 

J'+ r ^ 2j5 -h 2Q) + 3y)(*:); + yy) + 4 /^( 3 ;" + ?/”) = . 

quae aeqiiatio manifesto integratiouem admittet, si fuerit ot 1) = 0 ot = 0, 
quemadmodum assumsimus. Multiplicando igitur per dp ot integrando 
nanciscimur 

= A + Wp + Opp 

et vadiceni extrahendo 

f = l/(z/-|-274i,+ C'»). 


(Jiiiii igikr sit ■£ = yx + yY, aequatio intagTalis, qmrai siimns iulopti, ei'il 


yx + l/r = ]/(^/ + 27?(ai -I- y) -|. G{X + 1/)“), 

quae adoo est algebraica; ubi notetur esse 

X = y| + J5iK q- 6'a;a; et By Qyy, 


2J. Sumamus igitur quadrata et nostra aequatio integrals orit 

^ 2^ + B[x + y) 2Vxy « A+2B{x + y) + 0(x + yf 

sive • V. I 

'^^-B{x + y)~2Gxy + 2yxr=J, 
quae penitiis ab irrationalitate liberata qjosito J —2A’= r praebebit 

^AA + iAB{x + )/) + 4^ G(xx + yy) + iBBxy + 47J Oxy(x + y) 
'+yi'B{x-\-y)Yiraxy+BB{xYyf-Y'kB Cxy{x-\ry)-[-iQCxxyy 

A A - r’) + 2S(24 - r){x + «/) + i{BB — rO)xy 
A- ^AO{xx yy) ~ B^{x yf ^ Q, 



33-3>l] IN' -INTEGRANDA AEQDATIONE mpPERENTIALI y ~ 
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30. Qiiodsi iam hanc aequatioiiein rationalem cmii fonimla canonica, qua 
olini sum usus ad huiusuiodi integratimies oxpeclieiidas, coinparemus, quao erat 

a + 2/3(x -(- !/) -|- y(xx + i/y) -|- 2rfx'i/ = 0 , 
dura (scilicet loco (:c + »/)= scribamusi (a'® -|- )/?/) + 2 ( 1 ;?/, reperiemus fore 
a=, 4 AA-r‘, / 3 =,ij( 2 A~:r), j, = 4 Aa-^ii\ is^i{B-. 2 rc. 

31. Alio voro insuper modo eandem aoquationom differontialora propositam 
integrare poteriraus iiitrodncondo litteram q = x~y-, turn oniiu Iiabobiiuras 


At vero erit 


2 (Ida 

' ~dW 


X' - y\ 


X 


V' _ n 


2Cg + + y) ~\-4=Eq{xx -f- xy -4- yy)^ 


ubi itenmi patet statui debere tain J) = 0 quam ./?= 0, ut iiitegratio uiultipU- 
cando per dq succedat. Hoc autem notato erit iutegrale 

n. 1. , y-i . T (/(jr 


dt^ 


= Const. -I- Cgq iciooquo = ]/(// _j- (/(/y) . 


32. Cura igitur sit ^^VX-Vy, hoc integralo ita erit expressu.ii 

VX — y Y ^ Gqq), 
quae aequatio siimtis quadratis abit in banc 

'^^-\-B{(^~\-y)^C[xx^~yy) — 2 yXY=Ai~YC{x~yy 

B{x-yy)^2Goiy — <^yXY^J, ■ ' 

2yXY~ 2 A — A Y y) + "^Cxy, 

nbi si pouatm 2A~A= — r, aequatio ab ante inventa prorsiis non 
cliscrepat. • 


sive 

uncle fit 
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DILUOIDATIONES SUPER METHODO QUA LA GRANGE USUS ES'l' [84—3.^) 


33. Qnodsi autem proposita fuisset aeqiiatio 

^ I = 0 

y{Ai- Bco-]- Gxx) y(A-\- By i- Gyy) ’ 

iufcegralia ante inventa ad hunc casum roferentur, si mode loco V V scribatmr 
~~y Y\ nude patet pro hoc casu haberi banc aequationem 

l/x-yr=]/(^ + 2B{x 4- 1!) -i- 0{x 4 yf) 

vel etiaiii 

■!/X4yr = ]/(z/4 G{x-~yy), 


34. Hie aingulai’is casus occurrit, quando formulae H 4 
quadrata. Sit enim 


ideoque 


X = (a 4 y = (ct 4 ^vf 

A ^ fuf, B = 2ah, 0^ hh) 


turn enim prior forma integralis erit 

h(x — y) ==y(/^ -h Aah(x 4 v) 4 + Vf) 

sumtisque qnadratis 


ideoque 


— Ahhxy = z/ 4 4:ah{x 4 y) 

J= a{x~\- v) 4 


cuius aequationis differentiale est 


a{dx 4 dy) 4 l[xdy 4 ydx) 0 ideoque clx{a q- ly) q- dy{(i 4 6a;) 0, 

Sin autem altera formula utatur, erit 

2fj -y y)~y{A -[• — yf) , 

unde quadratis sumtis positoque J~Ua^r prodit ut ante 

a{xyy)yi)xy. 



IN INTEGRAND A AEQUAT.TONE NIFEERENTIALI ■— = 
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ANALYSIS 

PBO INTEQKANDA AEQUATIONE 

dx dy 

yx ~ yi 

EXISTENTE 

X = A -I- lix + Gxx + ./)»“ + M;A ET ■ :r = A + By -\- Gyy + Bff -|- 
35. lutroclucto itermu elenionto dt, ut sit 


ideoquG sumtis qiiadratis 


dx 

dt 


-VX et '*? = ]/.F 


dt 


dx^ 

ly 


X et 


statuamus x + y=^p et x--y = q, ot quia liinc prodit 

dx^ ~ dif = dpdq^ 


erit 


dpdq 


X — y = :/J(x — y) + (Jix^^y^) 4- y'^) 4- — ?/‘). 


36 Quoniam igituu ost * = « et his valoribus introductis 

vepei’ietni: 

X - Y = B(J + Cpy + I :Dq(3pp + qq) + i l<!i)q{pp -|- j j), 
unde per g dividendo oritur 


dpdg 


gdf ~~ ^ + J ^ i^PP + 99) + I .’Ep [pp •+ gq). 

4^™ fomulas quaclratas priiiio oxhibitas clifferentiemus et 
stciuu6iiuo lit tints 


habebinnis 
hiucque addendo 


dX = X'dx et d Y'dy 


df‘ 


di^ —x -y y . 


LiiONiiAum Eiiujiii Opom omnia Isi Gommontatioues aiialyticae 
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DILUCIDATIONES SUPER METHOBO QUA LA GRAKGE UBUS EST 


^ [3G~;-57 


Cum vero sit 


X’=B ^2 Cx -h ^Dxx + 4^^ et 


r = 7:? -f 2ay + 8. 77 2/ 2/ 4- 4 ^4/^ 


erit 

r + r = 2B + 20p + l-OOi) + is) + 'Mm + 3 sj), 


ita ut suLstitnto hoc valore fiat 


•=B-^Gp+ ® I){)ip + ll) + \ 'JhM + 3 « 2 ). 


a qua aequatione 


si priorem pro 


<lp(iq 


subtrahamus, remanebit soquons 


ddj) dpdq 
~df idf 


jJ)qq-\- Eijqq. 


38. Haec iara aeqiiatio per qq divisa producit iatani 

Ml! 


quae ducta in 2dq) manifesto fit iutegrabilis; prodit eniiii 

ex qua raclice extracta colligitur 

^t=y{B+ Dp+ Epp). 

Cnm igikir posuerimus p^x-\-y et q = x — y, erit 

f^=yx+VY, 

i resultat baec aequatio iutegralis algebraiea 

“ ’ 4 -^+ M + y) + M + yy)< 

j est ipsa torma ab Illustri La Grange inveuta. 



, iN INTEGRANDA AEQUATIONE DIPFERENTIALI ^ j 

39. Evolvamus ultorius liaiic forinam ac suintis quadratis erit 
X-i-Y+2yXY 

+ q- 

Est vero 

X -(- Y ^2 A -|- B{x + y) + 0{xx + yy) q- B(x^ -j_ y^) 4. y ‘^'^ . 

unde si auferainus 

Q)(x + y) 4 E{x -|- y)~){x — 2/)^ 

reman ebit 

2 A 4 B{x + y) 4 C{x^ 4 y^) 4 4 q_ 2 .Exxyy, 

quo substitute aequatio integralis erit 

2A -\ ~B ( x Y y) + C(x[--^y^) -|- I)xy{x -}- y) -j- 2 Ex^y^ + 2 ‘[/X Y 

“ 

40. TTaec aequatio aliquanto conciimior redcli potest siibtraiiendo utrinquo 
C et statuenclo A — C ~ r\ habebitur enhn hoc facto 

2 A ■j-B{x fy^ -Y 2 Gxy Y Bxy (a; -j- y) + 2 '.Exx y y q- 2 ]/X Y 



unde deducimus 

2 l/xr= r{x - yf ^ 2 A - B{x + y) -Wxy- Dmj(x + y) _ %Exxyy , 
sive ponendo 

2 X + 4 7/) 4 2 Cxy -f- Dic?/(a; 4 y) q- 2 Excoyy = V 

aequatio nostra erit 

■iVXY^rix-yf- r, 

quae sumtis quadratis abit in hanc 

4 Xr-= r\x — yf — 2 rv{x —yf-\- vv 

4xr ~ vv^ r\x yy 2 rv{x — y)\ 


sive 



20 DILUCIDATIONES SUPEIl METHODO QUA LA GRANGE USUS EST [38-39 

41. Facta nuuc substitutioiie erit 

4X Y = 4A‘ + 4AII(a; + v) + 4 A.C(:j)X + yy) + 4AI){(e^ + f) + 4Ali{x' + f) 
+ 4BBxy + 4BCii-y{x. + y) + 4BI)ay{xx + yy) + 4BExy{x^-\- ?/) 

+ 4CCxxyy + 4C Vxxyy(x + y) + 4CExxyy(xx -|- yy) 

+ 4VI)xY+ 4J)Exy{x + y) + 4EEx‘y'. 

At vero porro colligitur fore 

YV = 4: A. A A- 4AB(s> + 2/) H- ^ACxy + 4AJJxy{(c y) + SAExxyy 
4- BB(x + fjY ~1- 4BCo)y{x + y) + + iff -\- 41) 'K{x + y)^^'Vy 

iOGxxyy + 4C'D{x + yfxxyij + %CEx^if 
-|- X) J)xxyyfx + 2 /)“ -1- 41) 'Ex^if{x -j- y) -h 4E JYEif. 


42. Quodsi iain posteviorem formiilam a priore subtrahamus et singulos 
termiuos ordbe analogos disponamiis, reperiemus 

4A:r- rr = 4:AC(iV - ?/)'+ 4AI){x -h y){x - yf 
-h 4AE(x Y yf(^ —yf ™ — yf + 2BExy(x - yf + 4EExy{x -h y){a> - vf 

Y 4:CExxyy(x — yf — I)IJxxyy(x — yf^ 

quae expressio factor eiii habet communem (x — yf, per quern ergo si divi- 
daimis, pervenieinus ad hanc aequationem concinniorem 

■ 4via+ 4ALjD(a; + y) + 4AE{x + yf 
— EB 4- 2BDxy 4- 4.BExy(x 4- 2/) 4~ {4CE — I)J))xxyy 
= rr{x — yf — 4 J’.A — 2rB(x Y y)~ 4rGxy ~ 2ri)xy{x Y v) — AFExxyy. 


43. Trausferamus nunc omnes terminos ad partem sinistram et loco {x 4- yf 
scribamna {xxY VV) Y turn vero {xxY VV) — loco {x — yf, quo facto 
tails oritur aeqiiatio meae canonicae respondens 


4 AO Y"^^B{xYv)Y^A E{x^ Y‘ f)Y'^BI)xyY^B Exy{x + y) Y '1 OExxy y 


0 = 


~BBY'^EB{xYv) — Er 
+ 4r^ 


(x^ Y y^) Y 8 AExy 4- 2 I'D xy(xYy) — B Bxxy y 
Y^B^xy Y^BExxyy 

Y4.BCxy 



40 - 41 ] 
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IN INTEGRA NDA AEQUATIONE DIRPERENTIALI - - = 

Vx_ yy 

44. Hinc ergo pro aeqiiatione canonica litterae graecae a, /J, etc. 

per latinas A, C, i), .E una citin const ante F sequent! inodo d e ter mi- 
ll ant ur 

ci=^iAC-\~4rA~BB 

y 4: AF~rr 
4* jBi) + 4.AF + r"-j- 2rc 
8 = 2BF]~^riJ 
t=-4(7,ff+4/7ir'™./;,D, 

ita ut aequatio canonica, qua oliiii sum usns, sit 

a “|- 2(i(x -f y) + y(xx + yy) -\-2dxy-\-2 E'xy[x + y) + ^xxyy = 0. 

45. Haec autem aequatio integralis ad rationalitatem peixlucta latius patet 

quam aequatio proposita differentialis = Qj simiii enim coniplectitur 

integrale huius ^ aequatio coniplectitur duos fact ores, 

quorum alteruter alterutri satisfacit. Ex genosi autem jnitet hanc aequationem 
esse productnm ex his factoribus 

J{x-yY^V^2VXY et A{x ~ yf ~ V ~2VXY. 

46. Supra iam observavimus eiusdem aequationis differentialis integrale 
hoc quoque modo exhiberi posse 

(vide § 8 et praec.) existente 

if = 4^ -f ^(3ir -j- q- 2Cx{x -\- y) -}- I)xx{x -j- ~h 4:Ex^y, 

JV'= 4yl + 15(32/ + + 2Cy{x + 2/) + ^VViv -b -f A 'Exy^, 

ubi notasse iuvabit esse 

if q- N — 8.i. q- 415 (a; + 2 /) + 2 G[x -b yj q- B(x -b ?// -b 4tExy{xx q- yy) , 
if — if = 2B{x — 2/) + ^C(x q- y){x — y) -b — y)(x^ q- Axy q- y^) 

q- ABxy{x q- y){x — y). 

Interim, tamen baud facile intelligitur, quomodo haoc forma cum ante inventa 
consentiat, dum tamen de consensu certi esse possumns. 
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47. Ex iis, quae liactenus suut allata, sa.tis llqtiGt eandem aequationem 
iutegraleni innumeris modis exliiberi posse, prout constans arbitraria alio atquo 
alio luodo repvaesentatui’; unde plurimum intereiit certain legem stabilire, 
seciuidum quaiu quovis casu coustantem illam arbitrariam expriinere velimus. 
Hunc in fiiiein ista regula observetur, ut perpetuo integralia Ita capiantur, iit 
posito y = 0 fiat o) = Ic hbicque secundum legem compositionis X = existeute 

K^A -f Blc + Gkh + 


Mac euim lege observata omnia integralia, utcunquo di versa videantnr, arl 
perfectum consensuin perduci poteruut. Hoc igitur mode quae hactenus in- 
veuimus, sequeutibus theorematibus complectamur. 


THEOKBMA 1 


48. Si Imec aeqtiatio differentialis 


dx dy 

fl -1- 6a; + cxx ai-hy -[■ cyy 


0 


ita inteiiretur, ut posito ^ = 0 fiat x = h, iutegrale iia se Mbchil 

2 d 4" 6 (;i; 4" y) "b 2 cxy 2 a 4~ bh 

x — y Ic 


THEOEBMA 2 

49. Si liaec aequatio differentialis 

§1 I ^ 0 

a-^-hx^exx' a-^hy -\-cyy 

ita integretnrf ut posito i/ ~ 0 fat x =k, integrale sup 7 'a triplici modo est in- 
venimi', erit enim 

I ^ + c( a; + 2/) _ hi- oh 
cxy — a a 

II. ^(^ + y)-^hx y 
cxy — a 

III 6 4~ c{x - f- y) h-{-Gh 

(^{^ + y)-\-hxy ~ ah ' 
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IN INTEGUANNA AEQUATIONE DIEEERENTIALI -- - 

yx Vr 


2a 


THEOREMA 8 


50. Si Jiaec aeguatio differentialis 

dx 


dy 


y{A Cxx) y{A + -f- Gyy) 

ita integrekir, %U posito y = 0 fiat od = Jc, integrate erit 

~B{x -|~ y)~2 Gxy + 2 y{A. -f Bx + Cxx) y(A + By -f Cyy) 

= — Bk. + 2 yA(A + BJc + Okk) 
sive 

B{h ~~x-~y)- 2Cxy = 2yA{A + Bk + Ckk) 

— 2y(A -j~ Bx + Oxx)y(A + By^y Gyy), 

COEOLLARIUM 

51. Hiiic ergo patet, si aequatio differentialis proposita fuerit ista 

d x , dy ^ Q 

y{A y Bxy Cxx) y{A. -}- By + Gyy) 

eaque integretiir ita, ut posito ^ = 0 (iat x = k, iiitegralo fore 

B{k-x—y)-~20xy 

= 2l/(^ -1- Bx + Cxx)y{A H- By + Cyy) -2yA{A + Bk + Okk). 


THEOREMA 4- 

52. Si posito hrevitatis gratia 

X=^A-\-Bx+ Cxx-^Dx^~\- Bx\ 
r = -p By -h Cyy -f- B^f + By\ 
K = A-\- Bk + Gkk + DF + 

Jiaeo proponetur aequatio differentialis 

dx dy „ 



2d DirjUCIDATlONES SUPEU MKTHODO QUA LA GlIANGE USUS EHT | i;t 

quae if a inUgrari cleheat, tU jmito y = 0 fiat eius intcgrale it a rrit < 

presmm 

2A-\- B{x -f i/) + 2 Cxy + l)xy{x y) -h ^Exx ijy + 2 ]/X Y" 2^1 -j- Bk -|- 2 y' ,1 h 

(x — y)'^ ick 

Sin mitem aequatio proposUa fuent 

I ^ y .^0 

yx yy 

eins integrate erit 

2A-\- B(x + 7/) ~H 2 Cxy -j- I)ivy{x y) + 2Exxyy — 2 |/X Y 2 yl -|- Bk — 2 )-■ . I A 

' - — — 


GOEOLLAKIUM 1 

53. Quodsi hig ponamus .7.) = 0 et E=0, casus oritur tlH'urruiH. 
tertii pro aequatione 

(ix dy __ 

]7(A + Bx -h C.r.rj YJa + By + Oyy) 

oiiitis ergo integrale hiuc erit 

2A^B(x-yy) + 2Cfa;y + 2j/(v_i^ J^x t G;r.r) (X + Jhj Y 65yj/) 

(x-yf 

2 X -|- E/c 4" 2 ]/X(X Bk Y Ghicj ^ 

WT 

quae forma si cum superior! comparetur, formulae irrationales eliminari pol vm 
Quoniam euim ex priore est 

iVXY= 2yA(A + B/c + C/t!e) + 20x1/ , 

erit hoc integrale postrenmm 

2A + B{2x^2y~- Ic ) -y i Cxy + 2 ]/X(X+ Bk + Gk k) __ 2 X + Bk + 2 YA (A 4- Ji k i < i. 

' i^-yy Jk 

unde statiin cleduci potest aequatio canonica 

a + 2{3{x + 2/) + ^{{cx ~y yy) 4- 2^xy = 0. 
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Vx Yy 
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COROLLAKIUM 2 

54. Pouamus niuic esse A^O et B = 0, iil) sit 

X = xx{0-\- -Exs)) ot Y=yy(C~\-.'DyA’Eyy) et 

aequatio cliifereiitialis integranda fiet 

dx dy 

xY^C Dx -j- .Exx) y JDy -f- Eyy) ’ 

cniiis ergo integralo erit 

xy{2 a 4- E y)-\- 2 Exy) -H 2 xy ]/( 6' + Ex -H Exx)(OY Ey + TtJyy) 

■ "■■■"" 

atqiie liic constantom J per k definire non Ucebit; positio enim y = 0 in- 
congruum iam involvit. Interim tamoii et liaec integratio luaxiiue est me- 
inoratii digna. 

OOKOLLARIUM 3 

>.)o. Quodsi autem in liac postreuia integratio no loco x et y scribamns 
X "y ' aequatio differ entialis erit 

dj{ dx 

ViCyyYEy + i?) V{GxYY^x'^'e) ^ ^ ’ 

turn vero integrate sequentein indnet formatn 


2 + D (a,- + y) 4- 2 2 Y{ O xx + Ex 4- ./i-’) {Cyy 4- Z>y + E) 

{y~xY 

^ hh 


Si igitnr liic loco literarum E, E, G scribamus A, B, C, 
differentialis supra tractata 


prodibit aequatio 


(]± dy 

V(AA Ex 4- Gxx) YiA. 4- Ey 4- Gyy') 
Luonjiahui Eulkiu Oijora oniuin 1 91 Commontatioues analyticac 




COROLLARIUM. 

56. Oontemplemui; nunc etiain casum, quo formula 
A -|- -f- OxiO 4“ -f- .Air 

fit quOidratuin, quod sit [a -\- -\- cx^y, it a ut iam liaboamuH 

A^^ad, ^ (7 = I) = 2hG, JL~cg, 

turn vei'o 

Vx^a+ hit + cxx, Vr^a + hj + cyy, VlC:^ a + blt + iiU 

attiiie aequatio tlifl'6i:entialis pro priore casu erit 

_ (ly ^ Q 

cxx a-\-hy -\~eyy ’ 

cuius ergo intograle exit 

i 2 aa + ^ah{x 4- y) + 2(66 4- 2 ac)xy 4- 26 ca;y(a: + y)| ^ ^ ^ 

I 4 - 2 ccxcoyy 4 - 2 (« 4 - 6a: 4 - Gxx){a 4 - hy 4 - cyy) ) 

quae reducitur ad 

aa 4- «6(a; + y) 4- (66 -{- 2 aG)xy ^hexy{x-\-y) + c cxxyy ^ aa -j- ct67c _ 

“ l^-f^ 

Quodsi iara utrinque addamus .~66, prodibit 

(o 4- + y) 4- ciciy)^ (a + -- hhj 

(T-W ^ ----p--" , 

unde extracta radice obtinetur forma integralis in tbeoremate prime assign ain. 
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V\ 

*'•/. l"'iii hoc iiiodo iijloniiii (','ouiiii ;n'([ii!i(.ioiiiM 

I () 

t( •! ■ I ' <1 I l>!( I (’//// 

nvoIvtM't^ volitiiiiM, ]HM'Voiiiiiiii;; lul liinu: iM>(|ii;i.i,ion(t)ti 

I ‘,iith(x I _(/) t '.){hh I 'J,ir}.r!i 1 :}/jf;r//(,c I //) | 

(.(■ - // )■' 

'.!(/» \ hX' '\ (\i\r)(n I ■ /j// -I (•//,(/) . 

(■'■ !/y ' ‘ ^ ' 

(|imi' inolu(}i |n'iiolii't i l.hn', hiH'cijuo ;i('i|uiil.io imniilrclo osL ahMui'ihi (d. 
nihil (•.ircii, iiili!^fr;ilo i|iiii('Mil>iiMi dn'Inriil, I'liinn niUdnoin miixiiiii niunuMiH ni’il- 
jn'i’Min’iitiiri. 


INSIdNI'l PAUADOXON 
('nut hit tits nf<iiinfii)tiis tiifirrt ttiinlis 


il.i 


in(i'<irti(i‘. in tisiuir tnvsnfnm sit 




[/r 


-! d I I //) i -d V'/ 
cnN/< <tu(t‘tn^ <{m> stninHuf 


li.ifii.i I //) I 
(,r //)'' 


;} |/.V }' 




I' A ■ n { hj- I r/ I ' V > n ^ hjf \ ■ ci/t/, 


(trt/nntin nhsiinhi intlf nriitfnr, t/ttnttifur tiiDitnlin hnitis in si unis tlifjit'tiitntis nn 
/tntn:i/ntr until ns hi nr rrrutn intriirnlis rnlnrrm inrt’sliifandi. 


KNODA'IMO PAUADOXl 

nl). QiKnniuliiKMlimi Mcilicid. in AniilyHi ciuHiuoili fomuilun ficcnri'ni'n imlniil, 
(|Hiin ciiHilms iixhdormiuiiliin }i(:i[U(^ jnhu) nihil (ilnno Mij'nilifMro vitlnnUir» 

ihi liir. niniih^ {|ni«l nsii vonii., himI loiijn? nlin moilo. cum niMjUU ml iVmil.ioiu’m. 
cuiuH numrniinc (d. thmoiniiiJitoi* sininl oviuii'simnt, im(|im ml (lillnronUiun iiiljivr 
duo iulinii'ii pm'vnniiihiir, (|uod icxomplnm i!o mji;.pM uhIi nolutu di|^muin, rjuod 
non niomini Hiuiilom (lUHum mild mujinun so ohhulisso. Iniiid Hinf.!;uhu’n 
noimmon ko niniirmu ox(»rilA «{uando anduio i’oniiulm^ X (d^ Y ovudvnd. (jUii- 
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DILUOIDATIONES SUPER METHODO QUA LA GRANGE USUS EST [47—48 


clratiij ad quod ergo resolvendum ad simile avbificium recurri oportefc, quo 
formulae X ei Y non ipsis qiiadiatis aequales, sed ab iis infinite paruni 
discrepare assumuntnr. 

60. Statnamns igitur 

X == (a + &CC + + tt et Y == (a cyyY ~]r ct, 

ita ut pro litteris inaiusculis JB, G, D, E fiat A^ aa a, B = 2ab, 
2rtc Q- X> = 26 c, ,K=cc, ubi a denotat qnantitatem infinite parvam 
deinceps nibilo aeqiialein ponendam. Hinc ergo si brevitatis gratia ponamus 

a ho) + cxa: = i? et a-\-by cyy = 8y 
erit 

yx^2t + -fj^ ot yr=s+|g. 


01. Nunc igitur considerenius formam iutegralis primo invontain, quae ei'at 
X y 

pro qua igitur habebimus 

Vx — Vy= b — s— 

Quia vero Me erit R — S = b{x — y) -{- — yy), fiet 

li~S 


x~y 


h + 4' y). 


At posito brevitatis gratia 

B~S 




h cp, 


unde aeqnatio nostra erit 

= V(^ + 2&cj; + cepp). 


62. Sumantui' nunc utrinque quadrata et aequatio nostra sequentem in- 
duet formam hi) — cpf = J. Alteriores scilicet potestates ipsius a hie 

ubique praetermittuntur. Hie ergo ratio nostri paradoxi manifesto in oculos 
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_ _ __ _ _ _____ _ F;:v_ __F r _ 

inciclit, quia posito a = 0 oritur hh = //; unde, ut J maneat constans arbi- 
traria, evidens est differentiain inter bh at J etiam infinite parvani statui 
debere; qnamobrein ponamus J ^hh — aT ac obtinebitur ista aequatio 
penitus determinata - ^ 

(b -\- c(:r + if)y = r(a + bx cxx){a + by -p cyy), 

quae forma non multum discrepat a formula supra inventa. 


63. Haec quidem forma magis est complicata quam solutiones § 24 et seqq. 

inventae, sequenti autein artificio ad formani siinplicissiraam redigi poterit. 
li S 

Gum liaeo fractlo quantitas coustans, sit ea = 'J!\ ut esse 

debeat + by = liS, ot queiiiadmodum hie posuimus x + y = ^mnaimis 
porro xy = fietque 

US == aa d- ahjy + (ic(pp — 2^^) + him + hcptc + cctm 
atque aequatio iam secundum potestates ipsius p disposita erit 

F[cp) “1“ by = o,cppi d" dbp -p bcpu d- hhu -p aa — 2acM -p ccuu\ 
ubi prime utrinque dividainus, quatenus fieri potest, per cp d- b, ac reperietur 

F{cp + 6) = ap + Im + • 


Dividamus nunc porro per cp d- b, quatenus fieri potest, ac fiet 



a — cit I {a — city 
epyb' \cp -P 6)^ 


64. Hac forma inventa si statuamus 


erit 


a — cii 
cp -P h 



£_ i r+ rv. 

c c 


Cum igitur ista expressio aequari debeat quantitati constanti, evidens est 
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ip sain quantitrateiu K coiisfcantoin esso cloborG, ita ut iain nostitiin intcgialo 
recluctnm sit ad hanc lormain 


a — ci(, _ a — G xy 
cp-\-h c(a; + ^/) -{-h 


= Const. 


Subtraliamus ntrinque y fietqne 


h'^c(x'^y) 


Const. , 


quao foi'ina per pi’ioi’env divisa prodncit hanc 


„ Const., 

cxy — a 


quao i’onnae conveniunt cum supra exhibitis. 


THEOEBMA 5 

(15. in fjciwrr, liaec ralio (ksigncmcU adUhmkir, ut sU 
Z = A. ~\- ISi<! "i- “I- 

atque valor Jams formulae intG(jraUs j y- ita sumtus, ut evanescat posito 
desiqiietnr hoc cliarcicteyc 7?:^, turn , ut fiat TI\h == II'.'X JI',]}) necessc estf ut 
inter qiiantitaics x, y ista rclaiio substitat 

2A q- -p 2 Qxy + Dxy{x-{’y) + ^Exxyy^^YXY ^ A- \ -BkA^ 2 YA K. 

cu-ius ratio ex suq}eriorihus est manifesto/. 

Gum eniiu h denotet quantitatem constantem, orit 

(l.lJ:x±d.n:y=^0 sive + 

cuius integrale modo ante vidimus ita expriini 

2 A + B{x y) A- 2 Gxy-\-jDxy{x-\-v)A-^dii3)xyyA^2YXY . 
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(‘Mill MUSM (loln’llli / / I ,1 | ! ( \ jf f I L' , 11 Ml ! 1 1 ('(‘HlaUll (‘mI, jlOMil.O //’ >() 

liofi (Ii'Ijmi'M lf\x 'fl:k ’ulrmiiio .r iniilr iuhihI.iiiim iiiiliiliiiiliL ,/ Moiloiii 

]M'(irMiiM iiii)(l(i (lM(liiil,iir, iili mmI, uxliihilii. 


(lOUOhLAiUHM I 

lliiM’ Ml loriiiiilii MXjH’iitMil iirMiim I'ltiuMjiijiin lim’iiM Miirvim n.))- 

nciHMiiM n'ivm II j*j)liMii I ill! / r(!:i|M)ii(i('M(Mni , in linn I'lirvii. oniiins iu'ciih nodcnii 
iiioih) iiili'T MM coiiijuiriirM licMliil-, i|iiii iirc.uM ('irciihiriiM iiil.Mr mm i'()iii|isM'jiiiliiir, 
i|iiiiiHl(H|iii(lMm |in)|)OMil.iM ilitnliiiM iirfiilMiii ll\x m1- //;// l.Mi'liuM nnuiM //:/r 
MiMiijiMr (^x liil M'i'i piii-Mril. vmI muiiimhim vmI dill'Mi'Miil inn Miiniiii iti'Miiiiin :i(;i(iiiiliM. 

COIiOMnMMlIM ‘.i 

dV. Mil ni ill luir, lurniii //:/.- Il\x \ }l\ji Mliiluiihir // , |inMlil)il, 

//:/.'• WU'.x tiictjin' {ii'Muh rM|iMrii.ur ilnplu iiHoi'inM miqunlis. Al. vmi'o ni in 
iiohI.i’ii Imi'mmi liicinniiiM // i Imim nuiiH'Dilur i{Uiiiii dMiiMiniiiiitoi' in iiihihini 

(il'ooiil . [II iiiiLMtii niiiM viM'iiiii viildi-Miii MriiiiiuuM, III II III Ml' ;iMtniiil,iiMi(i |ii’iiMiiin 

^ IIS iiiVMiitii 

■ 'l'(/ I I, VI I I'X- I //!=) 

iniii ill nininln'M Mininli n MpMcl I'l nr 1 / iil. i JHisliiiiM; ipni ,r vi'io vnlnrniii l.i i- 
IniiiiiiiiM iiilinil.M piiriiiii (liMi’r('piinl cm Mi\’M, ipinil mimImim ri’flil,, Inni iiuiimm'ii- 

loriH m 1, ilMiimiiiniiinriM ('ui'iim tliirMrMiiri;ili;i miiIimI iliiniil nr miuuIii Mnhi x vnriii- 

['ili liMcipin iituilo pro niMii // .< iiiMtnLnim iiiitintriiiii MVinlil. ^ , nlii c;i|, 

^ - ’ /> 1 '*(*x j ll/Lr.r I >1 A'.r', Niiiir mpu Mnnilis iininlnitiM liiilii‘l»il,ur 

.Y' A ' 


•I A 


./ I H /Lr i .| AV.r 


nxiHliMiiin */ ul, inil.n . . 


kf: 


IIOUOIJ.AIMIIM ;i 

(IS, VcM’uni siiiM his ninlmiLdlius ilnpliMiLlio nrmiM i^x nlfcrn I'oriuii 

ir.x Ui ff 

tliMluci ))o(('sl, poiH'iiiln // ^ siipiiilMin liiin^ lil ll:x 'Ml:/,, pro quo ergo 





GMlANCxE USUS EST [51-52 




casu rektio inter ft’- eb h hac aequatione exprimetur 

oyl + m -b :r) -I- 2 Ckx + x) 2 Eklc xx 2 VKX^ ^2 A + J3]c±J l/AK ^ 

1_ - 

Facile aiiteni patet, quomoclo hinc ad triplicationem , quadriiplicationem et 
quainlibet multiplicationem arcuum pTOgredi deboat, quod argunientum olim 
fusius sum tractatus. 


THEOEEMA 6 

()9. Si in fomiis supra inventis pomtur fani B == 0 qmm D = 0, ut 

^ y| _l_ C'X'X -f- B'x:^ Gt E == -f Cjf y -f d A -\- Ckh JAi , 

turn si ista aequatio = 0 ita intepretur, ut posito i/ = 0 fiat x ^ 

turn aecpiatio integralis erit 

AA Gxy/\~Jlxxyij^yXY ^ AAVA K 
{x — yf kk 

COEOLLARIUM 1 

70. Hie notari meretur istiim casuin adhuc alio luodo ox forma gonerali 
decluci posse, si scilicet sumatiu- ^.==0 et ^=0, bum onim prodit ista 
aequatio differentialis 

, dy _ ^ Q 

Y(Bx + + Da;®) "■ y(B y A Gyy A Bif) 

cuius ergo integrale erit 

.B(a; + 1/) + 2 C/a;i/ + Da;|/(a; -f 77) A 2 y{Bx AOx x A I)x^) (By A f-'Vy + Bi/) ^ BJe ^ B 

(x—yY kk k ' 

ubi valor coustantis admodinu simplex evasit. Nunc in his formnlis loco x 
et y scribainus xx eb ;?/?/, at vero loco lit ter arum B et B s crib am us A. et 
fietque aequatio differentialis 

+ ‘^>1 „ 0 

y{AAGxxABA) y (A A Gyy A B>if) 
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; _ ^ _ yx 

cuius ergo iiitegrale etiam hoc modo expriinetur 

A(xx + yy) j- 2 Cxxyy .Exxyy(xx 4- yy) ^2xyyXY A 

(xx~yyy Ich 
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COROLLAUIUM 2 

71. Ecce ergo hac ratione pervenimus ad uliam integral is form am non 
mhiiis notabilem priore atqiie adeo mine ex eariim combinationG formula 
radicalis V XY eliminari poterit, qnandoquiclem. ex jiosteriore fit 

:F 2Vxr= - 2 Gmi/ — Exyipx -|- yy ) , 

qui valor in priore substitutus condneit ad banc aequationein rationalein 

2A + 2 Gxy -|- 2Exxyy + ^ _ 2 Oxy — Bxy{xx + yy) 

2A{x — yy^-~ 2{x — yyYAJC 

Wi * M * 

quae porro rediiota et per {x — y)'^ divisa revocatur ad hanc formaiu 


sive ad hanc 


2 2 Yak __ A(x + !/)» _ _ A 

IF'"" Uxy' " xy 

S + 2/2/ — — Xxxyy + = o, 


quae egregie convenit cum aeqnatione canonica, qua olim sum usus, scilicet 


si quidem est 


0 = « + -{- yy) + d- 

b 

« = r-= + M. = ? = -x 


GOROLLAEIUM 3 

72. Methodo posteriore, qua hie usi suinus ad hanc aequationem inte- 
grandam, aequatio multo generalior tractari poterit, ubi in fornmlis radica- 
libus potestates usque ad sextam dimen sionem assurguut. Namque si tantum 

Leonhaiidi Euleki Opova omnia lai Commentationos aimlyticao 


5 
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DILUCIDATIONES super method 0 QUA !:.^l.„„'l^: 


sfcatpuainus A = 0, ut sit aecpatio 


do^ 


+ 


dy 


0 , 


yx(B+ Cx + i>xx + Ex«) - YyiB + Gij + Vyy + Ef) 

eius inteeTiile 6sb . ^ ^ -n 

B{x -h ly) + 2 Oxy A + y) “t 2_-Ej^i/;i/ 

....... 

- sV-vyHi-h Ox-{-Dxx + Ex‘‘)(B + Gy + Djy + Ejf) ^ ]}_ , 

-I- (¥-»)« '' 

Quod si iam hie loco x et y scrihamus xx et yy, aequatio differentiahs fiot 


d x 


4 - 


dy 


YiB 4- Gxx + Bx^ + Ex^) “ YiB -\-Oyy + Bi/ Eif) 


0, 


cuius ergo iiitograle Grit 

B{xx -E ifij) + yy) + ^:g g:'V 

^ 2 xi[ V(B ■]- Gxx-]-J)x'^ Ex%B -f Gyy === . 

H- U, 

Nunc antem ostendamus, quomodo ope methodi lllustris de la (Irangh idem 
integrale impetrai'i queat. 


ANA-LYSIS 

PRO INTEGEATIONE ABQUATIONIS DIPPEBEN'HALIS 

= 0 

yx-yr 

EXISTENT® 

X^B + Cxx + Ilx* + JS^’ ET Y = -B + Cyy + Dif + -K?/ 

73. Posito igitur ^ = erit = hiucque sumtis quad rati b 


dl? 


et 


_ y 
(if ■ 


Hinc formentur liae aequationes 
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IN INTEGRANDA AEQUATIONE DIPEERENTIALT -- = 

yy 


lam introducantur duae novae variabiles p at q, iit sit 

x{c 4- yy = 2^? et a)X ~ yy = 2q, 

Gx quo fit 

xdx + ydy = dp, xdx — ydy = dq hincque xxdx~ — yydif = dpdq; 
qiianiobrom babebimus 

dpdq ^ 

j/ = xxX — yyY, 

quae aequatio dividatur per xx — yy = 2q, prodibitque 

dp dq XX X — yy Y 


2qdf‘ 


XX — yy 


quae forma valoribus pro X et Y substitutis dabit 
_ jq 2ap Di^pp -b qq) 4 

74. Nuno porro aequationes pro et -A differeiitiatae dabunt 


2ddx , 2ddy 


M LvlinO 1:7' i 1 

-dW- = ^ 


di^ 


= Y\ 


Ex priore fit = cui addatur --^^- = 2X, ut prodeat 


Simili modo exit 


^(xddx-]- dx^) 2d. xdx , 

df d¥ -f4X. 


2d. ydy 
diF *' 


2/r + 2Z, 


quae duae aequationes invicem additae dabunt 

= = «^-X' + 2/r + 2(x+r). 


Substitutis autem valoribus et facta substitutione respectu litterarum p et 
reperitur 

2 X 4 * 2X= 4i? 4 40^5 --{■ 4Z)(p|) 4 ff?) + 4:Ep[pp -j- 
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DILUCIDATIOSES SUPElt MBTHODO QUA LA ffll A MGE USPS EST _ [BB 66 


Deincle ob 

X ' 2 C(cx -b 4 6 et 2 / J ' = 2 Cy y + 4 Z) ?/ ’ H- ?/' 

,.x' + yr = iOp + 8D{in> - 1 - 5?) + + 322), 

ex quibus coniunctis bfc 

= 4^ + SQ) + 12 + e®) 4- 




75. Ab bac 

I'emanebit 


ac formula subtialiatur supra iuventa. quater sumta ac 


2 ddp ^ 2 dpdy 1 32 [ilpiiq, 

df^ qdf 


Niuic uti'iuque multiplicetur per et pro dibit 

1 /Upddj _ 2^.7') _ + ‘d 2 Bpdp., 

'rf?\ qq q" ^ 

cuius integrale sponto se olfert it a expressuui 


ideoque extraota radice 


It = 4^ + SDj) + IGEpp 

qqdr 


l?- =^ 2 V(J + 2 Dp + 4 Plpp)- 


76. Cum nunc sit 


^=.x]/X'^ yVY et 2q=^(cx — yyy 
dt 

facta substitutioiie orietur haeo aequatio 

ttlliyi = yu + D(xx + yy) + + yyf) , 

sccc — yy ^ 

quae sumtis quadratis reducetur ad istam formam 

MX+ y yJ-^UyYX Y ^ jj^ d(xx + yy) + E{xx + yyf. 
{xx~yyf 
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IN INTEGIUNDA AEQUATIONE DIEPEBENTIALI 


dy 
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Esij vero 

xxX-\- yy Y = B[xx + yy) + C(Y + y'^) 4- 4" 4“ H" y"') 

hincqiie pervenietur ad hanc aequationem 

B(xx -\- yy) + C{x'^ -\- 1 /‘) + Bxx yyjxx + yy) + 2 T 2 xy YXY ^ 

{xx-yyf 

77. Sumamus nunc ut supra constantem zf ita, nt posito y = 0 fiat 

a; =- k et X^K=B-Y Okie 4- i)/4 H- JEk\ 

et aequatio integralis iuduet hanc form am 

]3{xx -1- yy) Y 4 V'^) 4 JOxxyy{xx + j/?/) 4 2 Bx'^y^ 4 B -|- Gkk 

{xx — yyY kk ’ 

quao aliquanto simplicior evadit, si utrinque suhtrahamus C] erit euim 
]3{xx 4 2/2/) 4 2 Gxxyy 4 1)xxyy{xx + y y) + 2 BYy^ ^^^ xy^XY ^ B _ 

~ (o;^ — 2/T 

quae egregie convenit cum iutegrali supra § 72 exhibito. 

78. Hie casus notatu dignus se offert, dum 7i = 0; turn autem aequatio 
difforontialis ita se liabebit 

j = 0 

x-]/{G-\-Bxx^Bx^) yViC-^jyyy^By^) 
cihuvS ergo integrale per constantem J expressum erit 

G{x^ -V 2/*) Y Bx xyyjxx -\-yy)^^ExU/^2xyyXY ^ 

jxx — yyf 

Hoc autem casu integratio non ita determinari potest, ut posito y = 0 fiat 
X = k, quia integrale posterioris membri hoc casu manifesto abit in infinitum; 
quamobrem alio mo do integrationem determinari convenietj veluti ut posito 
y ===1 fiat X = a; turn autem erit ista constans 

Gja^ + h^) 4 BaWjaa 4 Z)iE>) + 2 4 2 ah YA B 

jaa ~ hhy 


existente 


A^C~\- Baa 4- et B==^C+ Bbh + 
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DILUCIDATIONES SUPER METHODO QUA LA GRANGE USUS I^IST 


jfiV 


CONCLUSIO 

79 . Qiii processiim Mialyseos hie usitatae comparare voluerit cinu nn'- 
thodo, qua lUnstris D. de la Grange iisus est in Miscellan. Taur. Tom. IN. 
facile perspiciet earn miilto facilius ad scopum desideratum perducer(^ alqiir 
multo cominodins ad quoavis casus applicari posse. Introduxerat an Loin \ii 
illustrissimus in calculnin formulam , cuius loco hie simplici eleinonLo dt 
sumus usi, ac deinceps quautitatem T tauquam functionem litter arum p nL 7 
spectavit, quae positio satis difficiles calculos postulayit, dum nostra iuoLIumUi 
longe concinnins easdein integrationes investigare licuit. Quanquam aulom 
nullum est dubium, quin ista Analyseos species iusigne incrGinGntiim pnlli 
ceatur, tamen nondum patet, quemadmodum ad alias integrationes oa accnia 
raodari qiieat praeter hos ipsos casus, qnos hie tractavimus ot quos ollm 
aequatione canonica derivaveram. 



PLENIOE EXPLIOATIO 
CIRCA COMPAEATIOKEM QUAX^RTATUAI 
IN FORMULA INTEGRALI CONTENTARUM 
DENOTAFTE ^ FUXCTIONEM QUAAICUFQUE 
RATIOXALEM IPSIUS 


Gommentatio 581 indicis Bnhsthobmiane 
Acta academiae scientiarum Poti’opolitaiiae 1781: II (1786), p. 3 — 22 


1. Etsi hoc argumeiitum ium aaepius tractavi atque Illnstrmsimus 
La Grange phu’es egregias observatioiies super hiuusmocli tbrmulis cum publico 
coinmunicavit, id tamon nentiquam adhuc satis exploratuin, multo minus 
exhaiistum esfc censencliim, seel pluriina adhuc inaxime absconelita involvoro 
vidotur, quae pro fundi ssim am inda.gationem requirunt at quo insignia incro- 
inenta Analyseos pollicentnr. Imprimis an tern ipsae operationos analyticae, 
quae me primum ad hanc investigationeni perduxerunt, ita sunt comparatae, 
lit non nisi per plures ambages totum negotium confleiaut, undo morito 
etiamnnne methodus directa ad easdeni comparationes perclucens maxime est 
desideranda. Praeterea vero universa haec investigatio multo latins patet 
quam ad eas formulas integrales, quas primo sum coutemplatus, ubi pro litter a 
Z tantum vel quantitatem constantem vel function em integrum ipsius sz 
huius formae F J/H- Kis^ ~\- etc. as sums! , quibus casihus 

ostendi propositis duabus quibuscunque epiantitatibus huius generis semper 
tertiam eiusdem generis inveniri posse, quae a suinma illarum discrepet 
quantitate algebraica, quae quidem evanescat casu, quo Z est tantum quan- 
titas constans. 
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PLENIOR EXPLIOATIO CIRCA COIIPARATIONEM 


[ 4-5 


2 Nunc autem observavi eaadem compaiutiones institui posse, si pro Z 
accipiakr fuiictio quaecunqiie rationalis ipsius quae scilicet habeat hiuas- 

modi formam 'Jj -f otc._ 

4- « A'ifS ^ 4- 4-’ etc. ’ 


ubi qiiidem hoc discriinen occurrit, quod differentia inter summam diiarum 
luiiusmodi formularum et terbiam formulam eiusdem generis iuveniendam 
noil ainplius sit quantitas algebraica, veruntamen per logarithmos et arcus 
circulares semper exhiberi possib, ita ub nunc isba investigatio niulbo latius 
pateat, quam earn adhuc eranr. complexus. Atque bine fortasse, si omnes 
operatioues, quae ad bunc scopum manuducunt, debiba abtentione perpein 
dantur, faciliorem viam aperire poterunt acl metbodum directam perveniendi 
totumque hoc arguinentum maxiine abstrusum feliciori successu perscrutandi. 


3. Quo autem haec omnia clarius perspici queant, denotet iste character 
n\s earn quantitatem transcendenbem, quae ex integratione formulae propositae 

r _ 

^ 1/(1 + -P n0'^) 

nascitur, dum integrale ita capi assuinitur, ut evanescat posito ^ = 0; unde 
statim manifestum est fore qiioque 77; 0 = 0. Deinde cum Z involvat tau- 
tum pares potestates ipsius nSy cuiusmodi ebiam in formula radicali insunt, 
evidens est, si loco 0 scribatur — bum valorem quoquo istius formulae 
integi’abs ideoque etiam cbaracteris 77:^; in sui negativum abiro, ita ut sib 
n:[— = ~ n \ His praeuotatis si propionantur dime quaecunque buius- 

modi quantitates i7:p et II:q, semper invenire licet terbiam quantitatem 
eiusdem generis 22 \r, quae a suruma illarum formularum n:p-\~n:q 
differat quantitate vel algebraica vel saltern per logarithmos et arcus circu- 
lares assignabili. Regula vero, qua ex datis litteris p Qt q tertia r elicitur, 
semper mauet eadem, quaecunque functio per litteram Z designetur; semper 
enim erit 

JP]/(1 -f mqq + nc/) + gVCl + mpp + np^) _ 
l-nppqq 

Hinc autem pro sequentibus combinationibus observasse iuvabit fore 

l/(l -}- mrr -R nr^) 

= d y(^ + mpp + nffQ ]/(l + mqq + n cj^) ) (1 -f nppqq) + ^n pq( pp -h qq) _ 

(1 — nppqqy 
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4. Non solum autem haec investigatio adstringitiir ad Iiuiusuiodi formulas 
U'.p et U'.q pro arbitrio accipiendaS; sed adeo ad quotcunque formulas 
dalas potest extendi, ita ut, quotcunque huiusinodi formulae fuerint propo- 
sitae, scilicet 

+ etc., 


semper nova huiusmodi formula 77 : r assignari possit, quae ab illarum 
suinnia discrepet quantitate vel algebraica vel saltern per logaritlnnos et 
arcus circulai'es assignabili. Quin etiam formulas ill as, quas tanquam datas 
spectavimu.s, ita definire licebit, iit discrimen illud sive algebraicum sive a 
logaritlimis arcubusque circiilaribus pendens prorsus e vanes cat, ita ut 
futurum sit 

77: r = 77:/’+ 77:^ + 77: /H- 77:2 + 77:^:+ etc. 

Atque haec fere sunt, ad quae lianc iiivestigationem generaliorem, qiiani 
hie exponere constitui, mihi quidem exteiidere licuit; quamobrem singulas 
oporationos, quae me hue perduxerunt, succincte sum jjropositurus. 


OPEEATIO 1 

5. Universam hanc investigatiouem inchoavi a consideratione huius 
aequationis algebraicae 

y [aox + yy) + 2 dxy + txxyy == 0, 

ex (pia, cum sit (juadratica, tani pro x quain pro y radiceni extrahendo 
colligitui: vel 

— + ]/(— ay -\- {6 d — yy ~ a^) xx — 


y 


vel 


X = " 


y + 

— 6y~\-y(—ciy-\ -id6 — y y~-a^)ijy — y^i/) 


y + ^yy 


ita ut hinc liat 

]/(_ 0!/ + (dd — — a’Q) XX — y'Qx^') = yy + ^x + 'Qxxy 


et 


Yl^^ay -j-(6d-^yy-~ a'Q yy — y^y^) = yx + ^y + 'Cxyy . 


LKONiiAum EutBRi Opera omnia lai Commentationea analyticae 
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rLRNIOIl EXPLICATIO CIRCA COMPAllATIONBM 
a Nuuo litteras a, r,<h'C ita clefinio, ut ambae formulae radicales ad 
]/(l + -h y'{l ‘inyy -i- w-/) 


reducantur, quora in finein facio 

1. 2. — et 3. —y'C^nk] 

ex quanun aequalitatura piima fit a = -’^ , ex tertia ?=-p, q«i valorem 
ill sGciiiida substitiiti praobeiit 

, 'Ji'/tlfc I 7 
= YY -\- y”- -1" 

ideoque 

^ -I- 

uikIg aGquatio nostra mine Grit 

_ q_ yy(xx “b yy) + 2a;y -f w/j'/c + — nkxxyy = 0 , 

bine igitur ambae nostrae formulae irrationales erimt 

yh{l + mm + «3;^) = yV + y 7 

1 / -7 1 , 

Vh{l + myy + nif) = y^ ^ 


7. Cum mmc ainbao quantitates (c ei y ita a se inyicem pendeant, qnem- 
admodum aequatio assumta declarat, litter as adbnc indefinitas et /. i a 
definiamus, ut posito x = 0 fiat y = a. Oportebit igitur esse + 
ideoque Ic = yyiicif quo valore substituto aequatio nostia exit 

0 = yy[xx + yy — cca) -|- nof) — ny Y ^ 

bineque fiet per yy dividendo 

0 = (ojic + yy — act) -b 2xyV(l. + maa + na'^) — naax(cyy. 

Turn vero ambae uostrae formulae radicales ita exprimentur 

y(l -|- mxco “b = ~ -d — “ 1^(1 "b m(ict -b ncixxy , 

'■ ■'(Id 

y(l -b myy -p ny^) “ mettt -b ^ct^) ■ — ncixyy. 
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8. Quo has formulas tractatu faciliores reddamus, pouamus 

/(I -h maa -h na'^) = % 

similique modo 

|/(1 -f mxx + et + ^^2/') = ?) 

et aequatio nostra erit 

XX “h yy ~ aa 2%xy — naaxxyy = 0, 


unde roperitur 


y 


S(a? — 


et x = 


-- a?) 


i — naaxx ’ " 1 — naayy' 

unde patet, si fuerit y = fore x = a\ turn vero erunt formulae radicates 

V{\ + d- = 36 = + ^“1^- — naxxy, 

l/(l + myy -h ni/) = g) ~ — naxyy. 


9. Quemadmodum autem tarn y per x quam x per y exprimere licuit, ita 
etiam ^ per solum ic et 36 per solum y exprimere licebit. Galculo autem 
institute reperietur fore 


^ (— may+ SI^) (I 'jrnaa yy) — 27iay{aa + yy) 

(l — naayyy ’ 

^ (— 7 nax + ^t3£)(l 4- naaxx) — 2nax(aa -p xx) 

{l — i^aaxxy 


10. Praecipue autem circa nostrum aequationem 

XX -y yy — aa -y 2%xy — naaxxyy == 0 

notari meretur, quod ternae quantitates xxy yy, a a perfecte inter se sint 
permutabiles. Si enim membrum irrationale ad alteram partem transferatur, 
ut sit 


XX d- yy — aa — naaxxyy = — 2^xy, 
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1 >LENI 0 E EXPLICATIO OIEO A OOMPABATIOMEM 


et ciuacU-ata aumantur, restituenclo pro r valorem suum 1 + naa + n,' 
jn’ocliloit ista aequatio 


_l_ a;i _ 2 (V(cyy — ^.maaxsoyy — 2n((^xxyy + 
y* — 2 cidxx 2 naa% yy 

— 2 ttciyy 2 naci(CQ)y 


0, 


ubi permutabilitas litteraviim a, x, y manifesto in ociilos iiicuiiit. ’P™ 

quidem formrilis superioribus. iibi ipsa qnantitas a nigredito, 
non adeo est inanifesta. sed prorsiis elucebit, si loco a sonbaimis 
qiie 33 loco 31; tuiii enim, qneinadmodnm erat 


^83 + !»X 

y i-nhFxx 1-nWmi 


ita eiit 






1 — nxxyy 

similique modo pro fonuuUs radicalibiis seu litteris maiusculis erib 

{mhx 4- 933e) fj. 4- n h hx x) + ^nJjxjhh + xx) ^ 
g) " ” (l — nhhxxy 

{mhy 4 ± Mm i) 4 ^nhyjhh 4 Vt/) ^ 

3 b — _ nhhyyY 

m + nxxmi) + ^nxy(xx + yy ) 

‘ (1 — nxxyyy 


sicqiie perfocta permutabilitas porspicitui . 


OPEIiATIO 2 

11. Differeutiemus uunc nostram aequationem algebraicam assumbai 

quae est ^ ^ 

^ yy — tia 4 2%ixy — nacmyy = 0, 

et aequatio differ eutiaUs erit 

d,x{x %Xy — uttOtxyy) 4 ^yiy d" no/dojccy') = 0 


sive 


(lx 


Ay 


y 4 "'^a) - naaxxy ~ x-]^%y- naaxyy 


== 0 . 
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Ex superiovibus autem constat esse 

y — naaxxy ^ adi et ^3'; -f- — naaxyy = aj], 

uncle aequatio differentialis banc induot lor mam 


i?. 4 _ _ 0 

oS + o?) ~ 


sive 


(lx 




dy 


y ( 1 -|- m XX y{l myy ^ n t/) 


0 . 


12. Inventa igitiir bac aecpiationo differentia'U deiiotet iste character Fix 
integralo et character Fiy intograle utroque integrali ita sumto, 

lit ovanescat posito vel rr = 0 vel y = 0, atque aequationem illain diflbren- 
tialein integrando liet F : x -{■ T \y ^ G, Gum autem sumto a; = 0 fiat etiani 
,Z':a; = 0 et y = a, erit constans ilia G=r\a, ita iit babeamus banc aequa- 
tionem I’: x-\- F’.y a. 


13. Quoniam bic nulla araplins variabxlitatis ratio tenetur, patet sumtis 
binis bttoris x et y pro lubitii litteram a ita semper dofiniri posse, nt fiat 

r:a = r:a;+ 


Si enim in § 10 loco h scribatur “ a, sumi debet 


1 — nxxijy ' 


quae comparatio iam casum constituit specialem investigationis generalis, 
quam suscepimus. Si enim loco x et y scribanius et at r loco a, turn 
vero Cl et 9ft loco ^ et atque si sumtis pro lubitu quantitatibus 
p, q capiatur r ^ turn utique erit F : r = r\p F: q, ita ut hoc 
casu discrimen illud inter F:r et summam r\p-]rF:q plane evanescat. 
Sicque iam evolvinius casum, cpio in nostra forma generali 


j 


Zdn 


]/(l -h 


pro Z sumitur quantitas constans. 
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PLENIOB EXI'LICATIO CIRCA OOMPARATIONEJI 


OPERATIC 3 


14 Quo mmc propius ad nostrum iiisUtutmn acoedamus, sint X ot Y 
tales functiones ipsarum * et y, qualom volumus esse 2 ipsius et quomam 
moclo inveiiiiniis 

dx . cCy 


|/(i 4- mxx + VO- + 


0 , 


ponamiTS esse 


Xdx 


y(l -|- mxx + y(l + + ”2/^) 


Ydy 


= d V, 


ita ut, si X et Y oaaent quantitates oonatantes, foret tl!F=0. Hnic ergo, 

inrn scvibamus ^ 

81 y(l + mj/y+ny^) 

.ly ■ — vol etlam dV == 

“ ]/(! + + noil) )/(l + myy + ny ) 

At si loco radicalhuu suos valores rationales sciibanius, exit 


dV- 


a{X - lyix r . . 

--■rhxZ:-nnXxx,, 


15. Cum aiitem nulla sit ratio, car istud differentiate yZ K potius per da; 
quam per dy exprimamus, consnltum erit iiovam quantitatem m calculum 
introclucere, quae aequo referatur ad ^ et ad y. Hunc in finem faciaiuus 
productum xy = w ac statuamus 

dx dy 

y + $[a; ~ naaxxy « + 91 y — naaxyy 

Hinc igitur erit 

dx = sdu {y + 91 a; — na axxy) et y = — s c? (a; + 9( ?y — n aaxy y) , 
ex quibus colligimiis 

ydx + xdy = sdu(yy — xx) == du, 

sicque babebimus 8 = ita ut babeamus 

dx dy ^ dty 
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'> y {1 -I' m } t I- !i s ‘) 

Hoc, viiloi’O HubHHHiiiO niuicisoimur 

(I y^.., ■- “ :>0 

If II ■ ;viv xu: — 1/1/ 


I(). (Jvmi Ji,iil;(vin .X (4', V niiil', CnnotionGS I’aivlonaloa pai.’(^a ipsjii'uin x oi^ ?/, 
in iiuibiiH l-iiiii,nin iiiHiml', pob^aUitoa jnu.'GH harinn litlomi'uin, iiiciln iiilolligitur 

forimila-in X Y H(MU]){vr onao {liviHilnloni por u'x — pij (4 (|iu)iuiin pnioHn.' 

I ) 1*0 ( 1 u ( *, i, II n i a; // n i 1 1 a n p ( m * i i iv o I v o i* ( 3 s vm u 1 1 ai n (pi s i(li*a (; or lu u x : - 1 ~ y y ; (.i ua, 1 1 1 o b - 
roni xx j/i/ ■■■■■•■ I, ol; (iiiin a,(M]iiarHo nosira fnn dan ion tali a (iab 


(vx oa, lit 


/ - a a -|- — naaim 0 , 

/ aa — ~\- naamt, 


ita. lit I luapiotnr runc.tioiil rationa.li ipsina u. Quod ai orpo Ido valor ubiijin^ 
looo ( Ho.ribalnr, diUbrontialo noatrinn (juaosituin dV por aolain variabiloin a 
oxprinnitm', ita, lit poaito dV-^Udu Honipor alt U fuuotio rationalia ipaiiia w, 
(pnu'- orpo ai IViorili intopi'a,, liinn V a,o([iial)itiir rurK^tloni alp;obvai(;ao IpHiiia //, 
ain auHnn ail, )'nno,tio IVaota, turn intop’riilo \^^^=J lJdu soinpor por loga- 
ritbmoH ot ai'cna oiroiilania oxliibori potorit. Hoc (n’go intogTM.lo ai Ita ca,pi5i- 
I > n I', lit 0 \M 11 1 oa 0 a 1, ] i oa i l',o n--' xy =—= 0 ; id o ti a i n o \a in OB(,io I, po a i ti i ;r - - - H o 1 
y : < 0. A tipio liino intognindo iinpotrabimiia 

/■ . G \- v=-(J+ I'irdH. 

• ' [/( 1 • [ • ai .r X i ■ ux ' ) K( I ' t y y -I- // ‘) 


17. (Jiiod ai igltiii: ohariiotorea J/'.x ot //:;?/ donotont valores lioruni into- 

gralinin, Ita, iili nla’innipio ovanoaiuit avniito vol x 0 vol y ^ 0^ (pioniani laijto 
,'i; {) por liypothoain lit) v/ niMiiifoativiii oat ooiiatantoin li 0,110 (010 fJ ,ii 

aicguo aoqiiatio 1 in ita roaiiltabit lata 

1/ : ii; + IJ : y =■•= 7/: a -\~ f Udu. 

18 . Accnratina a,ntnni in valoroa hiiins Iractloiiia TI pro (juovia oaan iii- 
(pnrainiiH. Ac priino ipiidoin, ai auinatnr 





PLENIOR EXPLIOATIO GIROA OOMPARATlONEM [U-U 

erit simili modo 

X = ft + -f y(o^ + d'x^ + etc. et T = a -\- ^y y -h yy^ + "h 
qiiaie cum inveneiimus 


Tr7 adu{X — l) 

dV-= Udu^ ^ 

XX — yy 


erit 


/irx-r'l .. jr a(fi(,xx~yy)-{-y{x‘^-y'')A-^{(*^''z:y'')) 

tx-,y 


unde lit 

(7= — tt/3 _ ay{xx -f- yy) — + xxyy + ?/). 

Clum igitur sit xx + yy = i et xy — u, erit 

(I = — al3 — ayt — ad {tt — 

unde, cum sit t = aa — naana, calciilo subdiicto iiet 

XJilu = — a^ii — ay{((-au — %mc + y 

— r<(^(«'i( — 2««StH«-l- I'St’a"— 1 m" — wSXa'M' + ■* 

Atque bine iiitelligitur, si fimctio Z ad altiores potestates exsiirgat, qiioniod 
valor integralis iq^sius J'Udu inde inveniri queat. 


19. Sin autem Z fuerit functio fracta, scilicet 


hiucque 


erit 


y d- 

” g + ii}^g + Og^ 

y (iyy yy'^ 

^i^yxx-\-6o^ ^ f+W + V’ 


(/3 g - fti?) {xx - yy) + (y g - « g) (a:'^ - y'^)±.iy ^ tl . 

U + tv {xx ^-yy)i■ td + f) + V^x^y^ + V Ox^ifixx ~-\^yy) -j- OOaf^y^ 


Hinc igitur introduotis litteris t et u erit 


X!— Y pt — fiV ^{yt—<^(^)ti-{yv -'^Q)n'U 

xx~yy It tv^ i- ~ -\- rjytm 4- + OOid^ 
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X^s 


Y{1 + mj a + »i «*) 


: CONTENTARUM 
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quamobreni, cum sit 

- r) 

XX -yy ' 

ob i ^-= aa — namm mani festuin est intograle formulae j^UcUi, nisi 

fuerit algebra! cujii, semper coiicessis logarithmis et arciibiia circularibus ex- 
biberi posse. Sictiuo per baa tres operatioues omnia praestitiimis, quibua 
opus est acl omnia problemata hue spectantia solvenda. 


PROBLEMA 1 


20. Si IT : ot) etU : y denoient valor es fonmdarum integralium 


I 


Xdx 


|/(1 -\- m XX -Y nx^) 


et 


f 


Ydy 


]/(l + myy -\- ny^)' 


uhi X el Y sint fimctiones similes ipsarum x et y, atgiie deniur Unae 

litdusmodi formulae 11', x et lT>y, invenire ter Ham formulam eiusdem generis 
ll\^, %it sit lJ\^ = n\x-YTI\ y -1- W, ita ut W sit funciio vel algebraica vel 
per logarUhmos et annis circidares assignahilis. 


SOLTJTIO 

Cum deiitiir binae quantitates x et ?/, ex iis formentur radicales 
^ = ]/(l + mxx + nx^) et ^ = 1/(1 4- niyy + 


ex qnibus definiatur quantitas eodem modo quo supra litteram a per a; et 
y definire docuimiis, ita ut sit 

l-^-nxxyy 

eiusque valor irrationalis 


3 = ]/(l -p + ni^') = 


(mxy + 36g))(l + nxxyy) + ^n xy {xx yy ) . 

{l^nxxyyY ’ 


turn in superioribiis forniulis ubique loco a et scribamus 0 Gi Z et ca- 
piatur ?7 = — quam quantitatem vidimus semper reduei posse ad 

Lkonhauui Eur.nui Opera omnia l3i Coininentationea aimlyticae 7 
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PLENIOR EXPLICATIO CIRCA COMPARATI^EM 


[ 15 - 


luBCtionen. ipsius « existente u = xy, ac ponatuv in qua integra- 

tioiii' quantitates « et 3 P™ coustantibus sunt habendae, ita ut littoia V 
snectari pOBsit tauquam fiinctio ipsius u = oiy, quancloquiclem etiam « et 3 
,„H' i et >1 deteminantur. Probe autem teneatm- in ista formula mtegrali 
solaiu quantitatem « ut variabilem esse tractandam. Hac igitur quautitato 
V iiiventa erit 

+ = V; 

unde, cum debeat essse 

/7 • « == U 77 ; -4- 


patet esse ir=— F ideoqiie quantitatem vel algebraicani vel per logarith- 
mos et arcus circulares assignabilem. 


COROLLAEIUM 1 

21. Totum ergo iiegotium hie reclit ad integrationem tormulae Udii 

existente u=.3:y et ™pra vidimus semper per u 

exprimi posse, siquidem in bac integratione litterae et 3 quantitates 
constaiites tractentur. 

COROLLARIUM 2 

22. Gum igitur pro data indole binarum fmictionum X et Z haec iuto- 

gratio nulla laboret difflcultate ipsumque integrale per u, hoc eat per a;?/ 
exprimatur, cuius valorem ex datis quantitatibns x et y semper exhibere li- 
ceat, loco quantitatis V scribemus in posternm characterem 0:xy, unde pro 
quibusque aliis litteris loco x et y assumtis intelligitur signiflcatiis characto- 
rum etc. 


COEOLLARIUM 3 

23. Hoc igitur charactere recepto si pro datis quantitatibus x et y ca- 
piamus ^inde fit 

^ l—'iixxyy^ 

Q ^ + nxxyy) + 2nxy{xx + yy) 

^ {l-nxxyyY 


erit 
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PROBLEMA 2 

24 . ServcUis onmilnis eharacterihuSy qtios luictenus explicammns, si dentur 
lernac formulae U'.p, 11: q, IT'. r, invenire quartam eimdem generis 77: .s, -ui fiat 

If ; z = If \p If \q-\- If ; r + W, 

ita ut W sit quaniitas algehraica vel per logarithnos arcusve circular es ussignaMlis. 


SOLUTIO 

Ex datis bin is qnantitatibus i? ot ideoque etiam et O inde oriiindis 
capiatur 


siiniilque 


^ + nppqq) + 2apg(j)ij qq) _ 


Tnm vero etiam colligatiir valor characteris \pq eritque per praecedentia 

If \ X = If : p ~\~ n \ q — \ pq 

sive 

n:p-^n:q^lf:x~\- ^'.pq, 

quo valoro substituto erit 

n\s^n\x~yn\r-^<:^:M'^w. 

Ex praecedente aiitein problemate, si looo y hie scribainiis r ot capiamus 

z = - 

unde fit 


1 —nrrxx 


erit 


q __ + nrrxx) + 2 nrx(r r-Y xx) 

~ (1 — nrrxxy * 


II:i3 = n:X'{- n:r— <^P:rx, 
qua forma cum praecedente collata colligitur 

YY — (Pipq — (P'.rXf 
n : ^ ^ n:p + n : q + n : r — d>:pq~- cp:rx. 


ita ut sit 


7 * 
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PEOBLEMA 3 

25. I^roposltis IminsmotU formulis IT\j), n:q, 11: r, IT:s invenire quin- 
law ciusdew (jowris II: ut fuit 

If > IP, 

ita nt W sit quantitas algebraica vcl per logarithnos araisve circulares assignahiUs, 


SOLUTIO 

Ex datis binis p et q quaeratuv ic, ut sit 

i—nppqq ’ 




item 

eritque 


•V. (mpq -h ^D)(l + nppqq) + 2 npq(pp +- g g) 
* “ ■ (1 ~ nppqqf 


II:a} = JT:p -h 
Siraili modo ex binis datis r et s qiiaeratm* y, lit sit 

eritque 


1 —nrrss 


turn vei'O 


g, (wrs “f SR©)(1 4* -p 2nrs (r r -p ss) 

^ ~ ~~ (1 — 

IT : ij = H : r IT: s ^ 0 : rs. 


Nunc denique ex inventis x et p sumatur 

+ ^ (mx y + 3g^)(l + nxxyy) + 2 nxy(xx + yy) 

^~~l~nxxyy ® {l-nxxyyf 

eritque 

U \ s ^ n \ X FT: y — : xy , 

Quodsi ergo loco IT: x Qi IJ:y valor es modo inventi substituantiir, ftet 
11: II'.p -F ri: q -[- JI: r + IT: s — <X> : pq~ : rs : xy , 
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COROLLARIUM 1 

26. Hinc iam abimde iiitelligitur, si 2 }roponantpVir quotcuiiquo Iniiusmodi 
formulae, quemadmodum novam eiusdem generis IT : iiiyesbigari oporteat, 
quae ab illis iunctim sumtis discrepet quantitate algebraica vel per logarith- 
mos arcus ve circulares assignabili. 

COKOLLARIUM 2 

27. Quod si oinnes illae formulae fuerint inter se aequales earumque 
numerus = A, semper nova formula inveniri poterit, ut sit 

existeute W quantitate vel algebraica vel per logaritlinios arcusve circular ea 
assignabili. Quin etiam duabus huiusmocli formulis H'-P et U . ^ piopositia 
inveniri poterit 77 : ut sit 

7j;^=:A77:p-|-7<^77: (?+ 


SOHOLION 

28. Hoc igitur modo non solum principia et fundainenta, quibus hoc 
argumentum innititur, succincte ac dilucide milii quidem expoauisse videor, 
sed hoc argumentum etiam multo latius ampliircavi, quam adhuc est factum. 
Semper autem maximo est optandmn, ut via magis direota cletegatur, quae 
ad easdem investigation es per ducat. Nemo enim certe clubitabit, quin him^ 
maxima in universain Analysin incrementa essent redundatura. 


APPLIOATIO 

AD QUANTITATES THANSOENDENTES 

INFOBMA Tii^OONl’ENTAS 

J 1/(1 -{•mzg -f ) 

29. Cum igitur hie sit k - p propositis duabus foimulis huiiis 
generis IT', x et IT' y sumtoque 

— 
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ex § 18, ubi ^o = xy et a = z, erit 

IT: ^ ^ U: X IT'.y (ixyn, 

ita ut character ante aclhibitus : xy hoc casu accipiat valorem (Sxyz. Huius 
igitur regulae ope propositis cluabus huiusmocli formiilis JT.x et IT:y tertia 
n : z semper reperiri potest, quae a summa illarum dilferat quantitate al- 
gebraica ^xyfs. 


30. Ponamns igitur quotcimqiie hniusmodi formulas ti'anscendentes proponi 

77: ft, 77:6, 17:0, n:d, 77: e, 77;/', 77: r; etc. 

et ex singulis quantitatibus a, h, c, d etc. colligi valores irrational es litteris 
germanicis insignitas 

= y(l + mftft + na^), S3 == ]/(l -p mhh + n¥), 

^ = y(l + cc-\-nd^), ® = ]/(l -j- mdd -p nd ‘^) , 

etc. etc. 

semper nova formula einsdem generis exhiberi poterit, quae a summa oar urn 
discrepet quantitate algebraica, quantuscunque etiam fiierit earum formula- 
rum datarum numerus. Operationes autem ad hunc linem perducontes com- 
modissime sequent! modo instituentur. 


31. Piimo scilicet ex binis datarum ft et 6 quaeratur p, ut sil; 

.« = u’i _ + naahb) + 2naUaa + 661 

^ 1-naaU (p^naa^-- - 


Beinde ex hac quantitate p cum datarum tertia c iuncta definiatur q, ut sit 

q = et n = + (Sip) (1 + nc cpp) 2 n cp {c e -[- p p) 

1 - nccpp (X - nccpj))^ 


Tertm ex hac quantitate q cum qiiarta datarum d iuncta qhaeratur r, ut sit 


+ fgg 
1 ~ nddqq 


et 9ft = + nddqq ) + 2ndq{dd + qq) 

(l — • nddqqy 


r = 
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k(^- + 

Quarto ex ista quantitate r cum quinta datarum c iuncta definiatur s, ut sit 

r® ^ { mer -|- (£9t)(l -j- neerr) + 2nc)'{ee -f rr) 

^ i — neerr ^ (1 — neert^^ 

Haequo operation es continuentur, donee omnes quantitates datae in computum 
fuerint ductao. 

52. His autem omnibus valoribus inventis sequentes coniparationes 
desideratae ordine ita so habobunt 

L // : 2) ^ U : a + flahp, 

n. U\ q -= n.\ ft -i- //: h + il: c -f ^alp + (icpq, 

III. n. r = 77 : a~\-n\ h -h 7J: + 77: -f (^abp -f- + §clqr, 

IV. 77:s = 77:ft^-77:& + 77:c + 77:^^ + 77:e 
-j- I3abp pepq + pdqr + §ers, 

V. 77: If = 77: ft + 77: & + 77; c + n\d + 77 : e + 77 : 

-|- (dabp d- ^cpq-\- pdqr d- pers -f ^fst 

etc. 

33. Cum igitur ista formula transcendens 

U :z = / -7^- 

»7 ]/(i -|- 

in se contineat arcus omnium sectiontim conicarum a vertice suratos, harum 
formularum opG> quotcunqiie proponantur arcus in quavis sectione conica, 
qui omnes a vertice siiit sumti, semper novus in eadem sectione conica 
arcus pariter a vertice abscindi poterit, qui a summa illorum arcuum dato- 
rum discrepet quantitate algebraice assignabili. Quin etiam nihil imp edit, 
quo minus aliqui inter arcus datos capiantur negativi, quandoquidem iam 
annotavimus esse 77: — 77: ita ut nostra determinatio etiam accoin- 

modari possit ad arcus inter* terininos quoscunque inter ceptos. Hoeque modo 
tractatio, qtianr nuper circa comparationem talrum arcuum dedi, multo gene- 
ralior reddi poterit. 
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M. Ceterum, c|uemaclmoclura hoc casu, quo sumsimus cha- 

racter supra usurpatus ; (cy abiit in ^o)yz, dum scilicet ex hiihs quanti- 
tatibus X et y secundum praecepta data tertia ^ determinatur, ita etiain, 
quaecunque alia functio loco Z adhibeatiir, quoniarn posuimus 


<P:xy=~ 



XX-Y)clu 
XX — yy 


existente u = xy, integratioue absoluta functio inde resultans tantum (puinti- 
t ate in u cum litter is a eb 91 continebit, quandoquidein litter a t ita ( 3 xpri- 
mebatur 

t = au — 29(w + vaautc, 


cum invento integrali ubique loco u scribatur xy, at vero loco a ot 91 
litterae ^ et ,Sj atque hoc modo obtinebitur valor characteris 4^ : xy pro 
quo vis casu proposito, quae functio, nisi fuerit algebraica, semper per loga- 
rithinos et arcus circulares exliiberi poterit, siquidem, uti assiunBimus, litter a 
Z fuerit functio rationalis par ip sins z. 



UBBRIOR EVOLUTIO COMPARATIONIS 
QUAM INTER ARCUS SEOTIONUM OONIOARUM 

INSTITUERE LICET 

Oominontatio 582 indicis Enestuoemiani 
Acta aciidciuiao sciGntiarum Potropolitaiiac 1781: IT (1785), p. 23 — IT 


1. Novum fore ebianuiunc ost a-rgiimentum et minime aclhuc satis ex- 
ploratimi, quod in oinni soctione conica siniito pro lubitu arcii quoctinque ab 
alio quovis puncto eiusdem curvae semper arcum rescindere liceat, qui ab 
illo arcii differ at quantitate geometrice assign a- 
bill. Ita si in soctione conica AB (Fig. 1) pro 
lubitu accipiatur arcus MFf turn ab alio quo- 
cunquo puncto M semper rescind! potest arcus 
MN, ita ut differentia inter arcus FF et MN 
algebraice assignari queat; hocque adeo duplici 
niodo praesta,re licet, prouti a puncto M arcum 
desideratum vel antrorsum, uti 3£N, vel retrorsum, 
uti MUf abscindere velimus. Quod si sectio conica fiierit circulus, res ex primis 
eleinontis adoo est inanifesta, ubi quidem differentia inter binos illos arcus 
necessario est nulla. Pro parabola autem idem iam duduin a Bernoulliis est 
ostensum, quando quidem quilibet arcus parabolicus per aggregatum ex quanti- 
tate algebraica et logarithmica exprimitur. Quod vero ad ellipsin et byperbolam 
attinet, quariim rectiflcationein neque per arcus circulares neque per logaritbmos 
expedire licet, talis comparatio vires Analyseos penitus superare videbatur, 
donee ab Illustrissimo Gomite Fagnano prima principia fuere patefacta, quae 



ad hunc scopum deducerent et quae deinceps accuratius sum prosecutus, ita 
ut ista investigatio multo latius sit extensa multoque facilius ad innuineias 
alias speculationes accommodari queat. Interim tamen operationes, quibus 

Lkoniurdi Euleri Opera omuia Isi Commontationos analyticao 8 
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hoc negotiuin ahsolvitur, tantopere ab opevationibus analyticis soHtis recedunt, 
ufc ad singulare calculi genus referendae videantur, cum nequidem voritas 
istiusmodi comparationniu more solito per calculum ostendi possit. 

2. Foecundissimimi aiitem hoc argumentum in pluribUs dissertationibus 
Commentariis Academiae PetropoUtanae fusius sum perseciitus atque adeo 
plures methodos detexi, quae ad eundem finem perducere valeant, quae aiitem 
uihilomiuus ita sunt comparatae, nt tota ista investigatio adhuc ponitus nova 
et a vulgari calculo analytico plurimum recedens habenda videatur. Huic 
eidem argumento etiam sectionem peculiarem in Institutionihis jiieis Calculi 
iniegralis tribuendain censui, ubi diiobus capitibus*) hoc argumentum prorsus 
novum a pag, 421 usque ad pag. 493 sum coinplexus, unde praecipua mo- 
menta ad recti ficationem sectionuni conicarum spectantia depromam, qnne in 
sequent e the ore mate general! sum comprehonsurus. 


THEOREMA GENERALE 

3. Si character H : z denotet valorem formulae iniegralis 

■ MZZ + 


S d8(JL “p -j- 

J V(A4-GzzA-Ez^] 


ita sum turn, iit evanescat ^msUo ^ = 0, semper ternas huiusmodi formulas IJ-.p, 
Il'.q, 11', r iia inter se compiarare licet, id sit 

U'.pA- ^',q-^r^',r ^ [A(pp + qq rr) - ^ Eppqqrr) , 

si mode inter quantitates p, q et r ista relatio staUliatur, at sit 

r = + Gpp ~\-Ef) 

A~Eppqq ’ 

unde shnili mode qmtet fore 

2 ] + tin’ + ± + ^^^1) 


A — Eqqrr 


■ ■ -P + Cr r + - )■ y j (A + Gpp + Ep-i) 

A~E2)prr ' 


^ 1 ) ImliMionum Calculi Mer/ralis vol. 1 soct. 2 caji. V et, VI; Luosuam, Mvuini Opeyt. 
aeries I, vol. 11 . A. K. 
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DILUCIDATIONES 

4. Cum sit 

iutegrali ita sumto, ut evanescat posito ^== 0 , patet fore 77:0 = 0 ; turn vero, 
quoniam sum to ^ negativo valor formulae integralis etiam fit negativus, patet 
fore 77 : ( — ^) «= — TI:z, unde, si quantitatum 7 , r uua, veliiti 7 ?, fuerit 
negativa, turn in relatione assignata loco n\p scribi clebet— 77 : 7 . Ceterum 
raanifestum est hanc formulam integralem maxime fore transcend entem, cum 
neque x)Gr logarithmos neque per quadraturam circuli expediri possit, ita Tit 
ista quantitas 11: z per niillas formulas in Analysi receptas exhiberi queat. 
Paucissimi qnidem casus liinc sunt excipiendi, quibus est vel A/ = 0 (hoc enim 
casu formula per logarithmos vel arcus circulares assignari posset, quod idem 
eveniret, si esset ^ = 0), vel quando quantitas A-\- Czz-^EZ^ fuerit quadratum, 
quo casu iteruin integratio ut ante succederet, vel denique, si litterae A, 717' 
et TV ita fuerint comparatae, ut formula proposita algebraicum accipiat inte- 
grals, cuius forma orit azV{A Czz Ez^). Quia enim eius differentials est 

ccdzi^A "{- 2 (Jss -j- 3 Ez^') 
y(A -f Gzz Ez^) 

si fuerit L = aA, M=2aG et A^=3«A, formula 77:^ utique hnic quanti- 
tati algebraicae az V{A Czz EA) n.QqnQhiim\ 


5, Quern admodum hoc argumentum in variis dissertationibus tractavi, in 
formula integral! numeratorem L 717^^ -\- NA ulterius per pote states pares, 
quo usque Hbuerit, continuare licuisset eius loco ponendo 

L + Mzz + NA -h 0/ -f P/ + QA^ + etc. ; 


verum quia quaelibet x)otestas ad bin as praece dentes facile reduci x)otest, tali 
extensione carere poterimus; semper enim statui potest 


f — — = B«"+‘l/U + GH0 + J?/) + f 

y(A~^ Gzz-hEz^) 


“j- Gzz -}- Ez^') 


Erit enim 


y Q|- — (w + 

^^(n + S)E* (n + S)E~ 


et Si 


— (m 2 ) 0 
(h "b 8] JG 
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GO UI3ERIOK EVOLUTIO COMPARATIONIS QUAM INTER ARCUS 


Hinc igitiir suiiito n == 0 fiet 


i 


y{A-^ 




1 r {A^ 2Czz)(U 

J ]7(yi. -h Gzz H- ^ 


qnamobrem Me etiam in nostra formula integrali termimim Nz'^ omittoro 
potuissemus. 


G. Cum igitur non obstante trail scendentia formulae 77 : z tornas liuiua- 
modi formulas II'.p, IT\q et 77 :r semper it a inter se coinparare lie eat, ut 
eariuu snmiua 71: + 77: </ + 77: r aequetur quautitati algebraic ae 


"yT 


Np(p' 

2A.yA 


+ 



si modo inter tres quantitates jj, q, r ea relatio accipiatur, quae in theoremato 
est praescripta, liaec relatio eo magis est notatu digna, quod ternae litterao 
j), q, r in ill am for mam aequaliter ingrediantur, ita ut prorsus inter so pro 
lubitu permutari qiieant. Gum igitur nullae adliuc huiusmodi I'olatioiies in 
Analysi sint consicleratae, haec investigatio utique maxime ardua est censondn. 
ac nullum est dubium, quin plurima insuper mysteria analytica altioris iiida- 
ginis in se involvat, quae eo magis abscondita videntur, quod a consuefcis 
Analyse os operationibus maxime recednnt. 


7. Ternarum autem quantitatum illarum p, q, r binas pro lubitu assn in ore 
licet, dummodo tertiae is valor tribuatur, qui in tlieoremate assignatus { 3 st; 
quae relatio quo concinnius exprimi queat, statuainns brevitatis gratia 

yA{A + Cpp + 7;y) = E, 

yA{A + Gqq + Eq^) = Q 
et 

yA{A + Crr + Er^) = R] 


Lum eiiim, si muae p 


H iLiciiuu UcLUcLK, OJ 


p et r fuerint datae, erit q = . 


erit p 


■ Ep2)rr^ 


A — 2?ggrr 


sin autem litterae 
autem binae q et r fuerint datae, 
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8. Pro qiiovis antem horuiii casuum etiam plnrinium intererit valores litte- 

raiaim maiuscnlarum F, Q eti M per binas reliquas expressisse. Ponainus igitnr 
binas libteras ]) et q icleoque efciam F et Q esse datas, ita at sit r = J 

unde, si iminediato valorem ipsias B qaaerere vellemas, in maximas tricas 

calculi illaberemur, ad qaas evitaiidas ex tertia relatione qaaeranias valorem 
ipsius 11, qui erit 

II = -rQ-~p{A~Eqqrr ) . 

(Z 

ubi si loco r et rr valores sabstituantur et loco quadratorum et sui 
valores scribantiir, tandem reperietur 

R — Gy g + F Q ) (^1 -1- Epp(ig) + 2 .d Pp g ( jj + g g) , 

Siraili mo do ex datis p et r cum P et P erit 

^ (A Cpr -h PIi){A + Epprr) + 2 AAE 2 )r(pp + rr) 

ac deniqiie ex datis q et r cum Q et P fiet 

7 > _ (-^ Hi + F< 13 rf)^ 2 AA Eqr{q(iArr) ^ 

_ - (A^Eqqrr)^ 

9. Cam igitiir isti valores tantopore sint complicati atqae adeo duplicem 

irrationalitatem involvant, maxime miram videbitar, qaoniodo eos in for malls 
diiTerentialibus sabstitaere, multo magis autem, quomodo inde ad formulas 
tractabiles atqae adeo integrabiles perveniri qaeat. Interim tamen hae tautae 
difficult at es hand medio criter sable vabuntar, si differ entiale quautitatis r ex 
formula r = evolvamus. 

10. Qai labor quo facilias saccedat, primo tantam qaantitatem p pro 
variabili haboamas, qaandoqaidera differentiale ex variabilitate ipsias q orb 
undam spoute defliiitar. Sint igitar solae litterae jp et P variabiles eritqae 

— Qdp—qdF Pm e # (ib?. + * 

^ A — Eppqq {A — Eppqqf 

quia igitar 

7 p AG pdp 3'2AEp'^dp 
]/^(^ + Opp + Elf) 



G2 lJlVMia<)H, l!V()h(lTI() (IU.\NI l\TI':iJ Mn’T'; j-Mi 

calmilo i’0|M5rI(».hiir I’liMiihiin 

I I ‘M .( /’/"/(OM/'r t 77> 

{.'I A’/j/'V'/)' /’ 

Hiinili(jm! iiiodo oh variiilhlilrniiun i|iMiii.s // (’ulliio'hir 

^ Vv I- ( /’’AA77) '* ■* /'V'/'^VW7‘ ! 77 ' 

(/I 

fjiiiuj (luiio ox])r(^H 9 ioii(!S iuiioliiui HUinliir liillori'iil ialo (‘onijih't tiio iLit i7 

|)ra()hohiml/. 


11. Wk iiiitnin iin]iriniiH iiolari mi'n'iiir. in iili'a<jiu' rninnih), ditl.-i-'ii 

tiali pro dp oil dq iiiiinonilor prorMtiH idoiii proilinil alijio' a-hn. ij],. 
omn viiloHi pro Ji mi])ni iiivoiilo ono^p-uiil, iviilo Hi, ll.ia ootni \aho<i .mI. 

sUtalio complotiim (linoroiiliinlo (iiuuil.iiiiliM r («iil 


dr 


itii lib Hib 


Hilp Hdtj 

r V 

dr dp dn 

I - j ..... * , 

u r a 


Hiiic igitin- loco P, (j, li „„„„ I , 

cando onb ^ 

, 1,. ‘h , 

undo soquibur foro 

f '*!' , f ./</ r ,1,. 

+ . -11, 

siquidom singiik intug, ■, alia ita ,;at,ianl.,i,', „|, 

et j' = 0. 


•' 1 Ul i t'n j 7:, *4 
('vanoHcaiil posilo p ~ u, 7. n 


p.-i,»ii. i.i., Si!'""” '"'''''i 
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mns N 0 atque ostendi oportebit i stain aequationGin iiitegralem sempei. 
locnin habere 





Quodsi iain loco acribamiis 


Q ’ 


aeqnatio ista hanc induot formain 



(^p(PP~rr) 
' P 



MMr 

A 


aive ad differentialia desoeiidoiido ostendi debet hanc aequationem veritati 
esse consentaiieain 


^h^{pp_ *‘r) p^dr pyd<i Q_>'dp 

p Q' T + 'a + T' 

Quodsi ergo in dextra parte scribamus loco dr valorem — tie- 
in on str an diim Gst fore ^ ^ 


sive 


dp (pp - r r) ^dq{q(i~ rf) qdp {rF~pM) p dq{r Q-qM) 

^ Q AP~' 

dp(A2)p — Arr~qrP-\rP^d^i) , dq{Aqq — Arr~prQ-\-pqK) ^ 
AP + ^ JQ = ^ 


13 . Gum igitur haec aequalitas siibsistere debeat, quicunque valores binis 
variabilibns p) ot q tribuantur, necesso est, nt ntraque pars seorsiin nihilo 
aequetur; quocirca ostendi debet fore tarn 


App) — Arr — qrF-^-pqll = 0 


quam 


Aqq — Ai'r --prQ -\-pqIi = 0 . 
Harum aequationuni posterior a priore subtracta relinqnit 

^ {pp — QQ) r{qP^p Q) = 0 ; 
ubi si loco r valoi: substitnatur, fit 


A(pp — qq) + 


q qPP-ppQQ 
A — Eppqq 


0 . 
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II:c = AC, scilicet quadrant! elliptico aequale. Hinc autem iutelligitur eidem 
applicatae iunumerabiles respondere arcns ellipticos; praeter minimum 
enim AZ ipsi convenient arcus Ml : c + AZ, item 8/7 : c AZ, 12/7 : c -f- 
etc. Praeterea voro, quia ex altera parte etiam datur tails applicata 
ei quoque coiiveniet arcus 

^^' = 2/7:c™^l^ 

siinilique modo etiam ^Tl\c~~ AZ, A)n\G — AZ etc. sicque ista formula 
7/;^ erit functio infinitiforinis ipsius scilicet in ellipsi; nam in hyperbola 
oinnes isti valores praeter unuin vel duos evadent imaginarii. 


16. Pro arcu igitur AZ analytice expriinendo vocetur abscissa = v, 
et cum sit ex natura ellipsis 


erit 

hincque 


VV 0^ 
aa CO 


1, 


V = --l/(cc — 00) 


(I/O = — 


a0d0 


oY(cc~-00) 


unde colligitur elementum arcus AZ 


V(dv'‘ ch') = de]/ 1 ' 


__ . l/o‘^ + (aa — cg) 00 

'CC(CG~00) GC(eO~00) ' 


quo circa liabebimus 


n 


I'd 

;.=j- 


*d0 ]/(c^ -\-iaa — co)00) 


cy(cG — 00) 


17. Oum igitur in genere posuissemus 

77 . . _ fd0(Li- M00i-N0^) 

J y(A-\M00 + 3S0^)' 

ante omnia nostram formulam ad eandem formam reducamus, dnm scilicet eius 
numeratorem et denominatorem multiplicamus per y{cf^A^(aa — 00)00); turn 
autem prodibit 

r d0 (c^ + {aa — Gc)00) 

^ cy(cc~00)(^c‘^-{-{aa~cc)00) 

Lronilvkui Eulbri Opera oinuia lai Coinmenfcationes aiialyticao 9 
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A-tque nunc liaec formula aequo valet pro omnibus sectionibus conicis. Quaudo 
enim w < 1, habebitur ellipsis; casu n = \ parabola; at si «> 1, prodit hyper- 
bola; pro circulo autem erit n = 0. 


19. Statuantur nunc ternae applicatae r indeque deriventur valores 
derivati 

P = hhyihl} -\- nnpp)(b'b — (1 — nn)x^p), 

Q — IbYiph + nnqq)(hh — (1 — 

]i = hh y{bh -b nnrr) (bV — (1 — n<)i)rr)\ 

turn vero ex binis p Qi q tertia r ita determinetur, ut sit 



+ nn{l — nn)px}qq ' 

oritque 

(b’^{2nn-l)pq^PQ) (6'^ -nn{l~ ni Dppqq) ~2h^nn{l -a»)pg(p;j + gg) ^ 

II _ __ . - ( 1 — «») pp qqY ’ 


quibus positis habebitur sequens comparatio tornorum arcuum 


„ , _ nnpqr 


ubi binos arcus II ’.p et 11: q pro lubitu assumere licet; bine enim semper 
assignari poterit tortius 11: r, ut omnium summa fiat qimntitas algebvaica, 
clumraodo uotetur boruin arcuum semper unum duosve fore negativos, cum 
sit 77 : ( — 0 )^ — 11: 0 , 


TEANSLATIO FOEMULAEUM PEAECEDENTIUM 
AB ALTEEUTEUM FOCUM SECTIONIS CONIGAE 

20. Sit nunc F alteruter focus nostrae ellipsis seu sectioms conicae m 
genei-e, qui quidem vortioi sit propior; atque ex elementis constat posito 
angulo AFZ = (p turn fore distantiam 

JTZ = ■ ^ 

1 q-wcos.9)’ 

unde colligitur applicata 

Z0=^0=^ 1 +wcos.^’ 
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ita lit mine sit arcus 


AZ=n:^^n: 


h sill, (p 


1 + H COS. (p ’ 


V = 


qui ergo, cum nuuc spectetur ut functio anguli (p, desigiietur hoc charactoro 
AZ = r:(p, ita ut sit 

n . TT ^ sin. (p 

n\z=^n\ = -T : w. 

l+WCOS. 93 ^ 

Yideamiis igitur, quomodo iste arcus per angulum cp exprimatur; constat 
autem posita distantia FZ=v fore arcum AZ = ( Viclv^ ~\- Quaro 
cum sit 

erit 

unde fit 

cui si addatur 

erit summa 


1 -}- w cos, (p ’ 


sin. (jp 

(1 -|- cos. 9)^ ’ 

nnl)J}d(p^ sin. 

(1 4- « cos. 9?)^ ' 


vvdep^ 


l}J)dcp^ 


(1 ■\-n cos. (py ’ 


= 4- 2 ricos.(p 4- nn) 

, (1 4- w cos. 93)^ 

sicque erit arcus 

AZ=-n'.e=r-.ip= ]/(! .|. 2,4 oos. <p + nn) 

^ ^ j dfpy^l -\-nn-\~^n cos, 93) 

^ (1 4 - wcos. 9))^ 

Hinc autem porro colligetur 

Z^-b^yiUr {-i (nn-^l) sin. rp^ \ 

(1 4'»COS.9iyA ^ cos. 93)2/ 


sive 




(1 4 " w cos. 93)® 2fiGO{i.(p ~\~ cos. 


r/) 
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21. Qiiodsi iam in calciilum introcTiicamns ternas api)licatas p, q efc r, 
quibiis respondeant angiili ad focuin rj et 0, ita nt sit 


tuiTi voro 


1) sin. ^ 


h sm.r} 


^ l-h7ZCOS. ^ l-fMCOS.^J 


et r 


&sm.0 


1 -{- « cos. 0 


p ¥{n-^ cos. t) ] /(l + -}- cos.g) 

(i + w cos. ty ^ 

^ h'^ (n -}- COB. 7}) y (l "h ww + 2 n cos. t]) 

^ (1 -j- w COB. rjY ’ 


P h^(n + COB, d) ]/(l + nn -\-2n cos. 0) 

(1 -{-naoa.Oy 


hinc iam, si inter ternas applicatas p, qy r relatio supra indicata statiiatur, 
liaec arcimm comparatio obtinebitiir 




j m&sm.§BiD.'??sin. Q 
(1 + wcos.^)(l + WCOS.^)(l + wcos. 0) 


22. Holatio aiitem inter litteras p, q, t stabilienda ad nostros angiilos 
traducta erat 

+ nn{\ — <9 — g'-JPi 

cuins ineinbrum sinistrum facta substitntione induet hanc formam 
sin. 0(1 H- 2w(cos. g + cos. -1- nn {l 4- 4 cos, g cos, + cos, cob, 'tf)) 

— ^ + WCOS.lj)® 

sin. 0(2n^ cos. g cos. (cos. g 4* cos. p -p #( cos.g^ + cos.-;;^ — 1)) ^ 

' (1 + w cos. 6) (1 4 n cos. g)\l 4* w cos, yif 

membrum vero dextrum ad banc formam reducitur 

sin. t{n + cos, 'fj) Yj! + nn 4 2 » cos, ^f) __ sin. ?;(^ 4 cos, g) ]/(! 4 nn + 2n cos, g) _ 

(1 4- « cos. g) (1 -f W'cos, -qf (1 + '>/) (^ + ^ 0^ 

Hie quidem utrinque per 6^ dividi potest neque tamen hinc patet, quomodo 
angulus d ex binis reliquis angulis ^ et ?/ definiri queat. 
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DIGRESSIO AD PAEABOLAM 

23. Quoniam igihir non patet, quomodo in gonere ex binis angulorum 
^ ei 7} terbium deterrainari oporteat, banc investigationem ad parabolam 
transferamus ponendo w = l; turn autem nierabrinu illud sinisbnim abib in 


1 -p cos. 6 


tang. -(9, 


inembrnm autem dexbruna evadit 

sm. cos.ij) sm. i/')/(2 4* 2 cos.£) 

(1 + cos. 0(1 + cos.i;) (1 -|- COB. 0(1 + cos. 10 

ita lit aeqiiatio nostra prodierit 


taug.J-c bing.4-1? 


1 1 ’ 
COS.yl? cos.-g 


tang.- <9 


tang.yg taug.—i? 

1 iT 

cos.yi; cos.yg 


- sm.y&~8in.yi? 
COS.y ^COB. y 1/ 


24. Quod quo clarius appareat, notetur esse 


p~~J) tang. y'C/ g~h tang, — tj, r tang, i 0 , 


praeterea vero 


COS.y^ COS.yl; COS.yO 


Cum igitur etiain pro hoc casu prodeat 4 . erit 


ante autem invenimus 


i 1 + em.Ygsin.yi; 

COS.yO COS.y gcOS.yiy 


tangly = Z!Ti!z!“ 4 ’' 

. cos.ygcos.-h^ 
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unde haec aequatio per illam divisa praebet 


. -Bin.lS-sm.l’' 


sive 


1 + sm.ygsm.Yi/ 

sin. 4- ^ + sin. ? + sin. 4 1] -\- sin. 4 £ 4 sin. 4 ^ = 0 > 


in qua aequatione terni anguli 'Q, 0 sunt permutabiles, queniadmodiim rei 

natura posfculat, quae propriefcas in valore prime invento non tarn erat 
manifest a. 


25. Quodsi ergo terni anguli 'C, //, 0 ita a se invicem pendeant, nt sit 
sin. 4 ^ -1- sin. i V + sin. 4 0 + sin. 4 ^ sin. - V sin. y ^ = 0 , 


turn in parabola terni arcus bis angulis ?/, 0 respondentes semper ita eruut 
comparati, ut sit 

r: 'c H- r: ?/ + r’.d = & taug.4^^^ai^S- 


Hinc si dati fuerint bini anguli ^ et tertius 0 ope formulae primum in- 
ventae facillime dolinitnr, qua erat 


tang.-0 


- Bill. 4^” sill. 4^) 
COB. 4 §008-4’/ 


quae expressio per meros factores ita exbiberi potest 


tang, y (9 = 


-2'Bm.^cos.^ 


COB. 4- §008-4’/ 


uncle patet, si anguli ? et v fue™* posits, tertium 0 neoessario fieri ne- 
gativum sive arcum ip si respondentem negative capi deb ex e.^ e erum pa e , 

si unus horum angulorum, veluti £, evanescat, turn fore sin.-,- « + sin. ji) = 0 
sive summam cluorum reliquoruni nihilo aequari sive alterum alterms hen 
negativum. 
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PEOBLEMA 

26. In qmdrcmte elliptico AGO (Fig. 3), snvdo pro luUtu arm AQ, ah altero 
ic'tinino 6 ahscindcre armm CJt, qui iUuri armni AQ superet quantitate algchraica. 


SOLUTIO 


Sint huLus ellipsis seniiaxes ufc supra OA^a et OC=c, et cum sit 
arcus AC— AB, requiritiir, ut fiat AC— AB — AQ quantitas al- 

^ gebraica. Ducantur ad axem OA perpenclicula et 

Br, quae vocentur Qq = q et Br ^r, quae respectu 
formularum supra iiiventarum capi debent negativa, 
quia arcus respondentes AQ et AB hie negative 
capiuntur. Cum igitur arcus 11', p hie sit quadrans 
Pig. a, AG, erit 




/ 



p — c, A — c®, G = c^{aa — 2cc), M — — cciaa — cc); 
pro applicata quacunque % vero erit formula respondens 

^5= 0 ]/(cC ' {p>^ — CC)00j, 

unde pio casu 0 = g fiet Z~0, quocirca pro praesenti casu, ubi p = G, erit 
P = 0. Deincle autem si loco q ibi scribatur —q, fiet 

Q ==c^y(cc — qq){h^ + (aa — cc)qq). 


27. Sumtis autem litteris q et r negativis, cum in genere invenerimus 
oh p = c et P = 0 fiet 


A~Eppgq^ 


= ideODue 

A-Ecoqq 'i c^ + (aa-cc)qq ’ 

quo valore invento erit differentia arcuum CB — AQ sive 


n-.c~n-.q-n:r-=ILpqr^-^^^.qr; 


aa — cc 
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quamobrem si loco r valorem inventum substituamus, habebimus 

(aa-cc)qy(cc-aq) (c" + jaa ~ Gc)qq) ^ 
c(y-\-{aa~cc)qq) 

Hie igitur quantitas q arbitrio nostro est rolicta, unde arcum AQ pro lubitu 
assumere licet, hincqiie punctum M seu applicata Hr = r ita est deter- 
minata, ut differentia arenum CH — AQ fiat algebraica; formulae autem in- 
ventae manifesto reducuntur ad has simpliciores 


eti differentia arcuum 


tic] /(cc- gg) _ 

y(c* + (aa — cc)gg) 


OR -AQ^ 


(aa — cc)qV {cc — gg ) 
c]/(c^ d- iaa — cc)qq) ^ 


ubi notetur esse arcum 


AQ 


/ 


* dg]/(c^ + (ft^ — gg)gg) . 
cl/fcc-gg) 


28. Quoniam puncta ^ et i? inter se pei’mutari possunt, siquidem est 

GR-AQ^CQ-AR, 

banc permutabilitatem etiam valor pro r inventus osfcendit. Sumtis enim 
quadrat! s obtinebitur ista aequatio 

c“ — c^qq + rr) — {aa — cc)qqrr == 0, 
quae manifesto reducitur ad banc formam concinniorem 

(cc — gg)(cc — rr) = — 

unde si statuamus qr ~ tnif ut sit qqrr = ex hac aequatione eiit 


qq~yrr~ cc 


& 


quare si sive addatur sive subtrabatnr, colligitiu foie 

Leonuardi Eulbri Opera omnia Isi Commexitationes analyfcicae 
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et 


4 + ’'“l/cc + 2mi — j-l— 


^4: 


unde suinto it pro lubitu ambae quantitates </ et /' siinili mo do expriinuivijur. 

Hoc moclo etiam facile effici potest, ut ainbo puiicta Q et li coiigruant; 
facto enim fj-~r = 0 fiet erit ern’o vel 

aa — cc ’ o'-' 


turn aiitem erit 


ttu = vel uu = — - : 

fl + c « ~ c ■ 


ifi 

y el <7^ = — . 

a -tc a~c 


quoium valoruiu positivimi smni oportet. Quia autom g Huporar<:i ueqiiilr c, 
prior tantum valor locum habere potest, quo est 


29. Conveniant igitur ambo haec puncta in puncto U (Fig. 4), ita lit 

a 


sit applicata, turn vero erit arciium differentir 



CU~AU="^^---~Jl^a~-c, 

« H- c ’ 


ita lit haec differentia aeqiietur ipsi difforontiae axiiiin 
OA et Oa Hinc igitur erit AO A U ^ 0 0 Oil] 
ubi mauifestum est, si esset u = c, tuin puuctum U 
in medium arcus AG iiicidere. Ad hoc pimctuin U 


cianus mtelligendum quaeramus etiam intervallum Ou, et ciTiii sit 

aac 


Ou^ I Uu^ . 

-^ + -- = 1, erit 

^ I 0 (I G 




iiBde patet fore ^ q„ae ergo est tangens anguli AO U. 

30, Quia m elUpsi ambo semiaxes a et c ■simt pernmtabiles ouemad- 
modumarous^0(Fig,3, p. 72) deflnitur per applicatam Qs = a s nl irdo 
permutatis axibus arcus OB definietur per applicatam Be ' Or Posita ig£ 
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jfts = s erit pei’ formulam integralem arcus 

aii^ 


sic quo eril) 


\is ’[/(a* — {eta — cc)ss) 


j\isy{c 

a 


y{aa — ss) 


’a‘^~iaa — cc)ss) 
ay{aa — ss) 

('dq y{y -f {aa 
oy{cc — q^ 


-cc)q(i) 


(aa — cc)^r __ (a a — cc)g'}/(cc — g g) ^ 

c ]/(c'^ + (aa — cc)gg) 

Videamus igitur, quomodo s so habeat respectu g; prirao autem erifc 
‘ 1, uncle fit 


fl« ' oc 


aa 

ss = aa TT 


a^qq 


consequonter 


cc <^-\-(aa~cc)qq’ 
c^ss + {aa — co)qqss — o:'^qq = 0; 


undo patot perinutatis littoris a et c etiam perrautari g et s, uti rei natuia 
postulat. 


31. nine igitur colligimus istud theoreina analyticum: 


Si capiatnr 


THEOEEMA 

aaq 

|/(c^ 4” {eta oc)q^ 


erit differentia istaruw formzilarwn integraliwn semper algeh aica . 

I'ds -(aa-cc) ss) (‘dq y(e‘ + (att-cc)gg) _ . 

J ay(aa-ss) ' ' oVico-qq) cy(,c' + {aa-cc)qq) 

32. Operae igitur pretium erit per evolutionem calculi hano egiegiam 
reductionem ostendisse. Primo igitur cum sit 



7G UBERIOR EYOLTJTIO COMPARATIONIS QUAM INTER 


erit 


efc 


■\/{ \ (zcl/(cc — (7<7) 

K ss) = 

y{c‘^ (aa~ cc)qq) 


V (a^ ~ (flft — cc)ss) = -j - ■ , 

+ {aa — cc)qq) 

unde fit pro prima formula iutegrali 


Deinde vero reperitur 


]/(a*— iaa — cc)ss) g 

ay{aa~ss) V{<>o^qq) 


ds ~ 


aac^dq 


{c^i-{aa~cc)qqy ’ 
bine igitur formularum integralium prior erit 


r (hy{a^~iaa~-cc)ss) _ r 
^ ay(aa~ss) ^cic^ + iaa- 


aac^’dq 


iy{aa~ss) J c(c^ 4 - — cd)qq)^ y(Gc ~ qq)- 

ab hac igitur si subtrahatur altera 


r dqyc^-\-(aa~~cc) qq) 
J Gy(co~i 


'>y{cG~qq) 

’ eientiam integrabilem esse oportet. Facta auteiu reductione ad coininiineni 
denommatorem baec differentia fit 

r(cta-~cc)dq(G^~2c^qQ~~(aa^cc) gi) 

^ c{(^ + iaa ~ cc)qq)^ ]/(cc - qq) ’ 

cuius integrale ergo esse debet 

(aa-oc)qy(cc^(]/Qf) 

^y(<^ + (aa — Gc)qq) ’ 

probe perpenda^T est dubium, quin iste casus, si 

adenvatins excolendi. aperturus huiiismodi inveatigationes 

33. Solutio antem istius problematia elegantiua aequenti modo adornari 
poteat. Cam sd erit O,^^y(oo~sg) sMUque modo ob lis^s 
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erit Os = — 'V{aa — 

]/{«*+ — cc)22)’ 


ss); 

erit 


quare, cum inter et s isfca inventa sit aequatio 


ideoque 


ccss(cc — gg) = aagq^[aa — ss) 


cs 

y(a-a — ss) 


02 

yicc-q^) 


sive 


cc Bs 
a Os 


aa Qq 
C Oq 


Hhic si cluci intelligantur rectae 0^ et Oli et vocentur anguli AOQ=^(p 
et OOIi=^i/j, erit tang.i/v = ^ tang, f/? sive hi anguli ita sunt comparati, 
ut sit tang, yj : tang. ip = \ c“, sicque ex angulo (p pro luhitu assumto facile 

definitnr angulus ip. 


34. Deinde, cum. inventa sit arcuuni differentia 


cl/(c^ + (aa — cc)(?g) 


ob V{c'^ ~\- {aa — cc)qq) 


aaq 


erit 


CM 


-A0 = = ly(cc - qq) --^si{cc-qq) 

aao c ^ aa 


sYicc — qq) qy{aa—ss) 




cc~qq) y{aa-‘Ss 


C2 


as 




quae expressio oh 

tang, (p = 


cq 


ay{cc — qq) 


et tang, yj = 


as 


cy{aa~ss) 


qs\^ 


( cot. (p 


cot. 
c ) 


ad hanc formam reducitur 



TPIEOEBMATA QUAEDAM AFALYTIdA 
QUORUM DEMONSTRATIO ADHUO DESID I'll! ATI I ^ 


Commantatio 590 indicia Enmstroemiani 
Opiiscula analytica 2, j.785, p. 76—90 


1. In Analysi diophantea, quae circa proprietates nurmu'orum 
notissiimim esb plurima occurrero tlieoremata, de quorum voritalt* .Ud :?- n 
non licot, etiamsi ea demonstratione rigida conflrmaro noji viilcunu>: 
Gfeomefcria autein nomo adhuc eiusmodi tlieoremata in nuidiinu ps - i ^ 
quorum vel veritatem vel falsitatem demonstrare non licoai.. Ar 
Analysi sublimiori iam dudnin etiam eiusmodi tlieoremata so inilii ntd sd . j 
quorum demonstrationeni nullo modo etiam nunc invenini jmlm, » ' < ^ 
eorum veritas neqiiaquam hi diibium vocari videatur., Mia igitur Km -;;- : s 
utique sunimam attentionem merentur, cum nullum plane sit diilMun-i, }, . i 
si eorum demons trationem adhuc frustra acquisitam detexeroinus, imlr d,. , : .. ( 
momenti increment a in Analysiii sint redundatura. 

2. Inter huiusmodi autein veritates analyticas merit o ])riininu t ^ 

tribuo iusigui ill! proprietati qviaiititatum imaginariarum, quod, ubp - . ^ 

tales quantitates natura sna impossibiles occurrant, eae semper in ^ 

hac a~\-hy~l comprehendi queaiit. Huic quidem veritati iiinii-ilur ^ 

omnium aequationum algehraicarum; quippe quarum radices ni*>i 
reales, omnes in tali formula a-l-hV — 1 contiiieri perhibentur, iil 

illustris D ’ Ale J iBERT d emoustratione p erquam ingenio sa c o] 1 1 i n 1 1 i i i A , . 


i) I. d'Alesidbbt, llecjiarohes sur le calcuHnt^gral^ Mem. de I'aoad. d. ho. iIm li-KisUi,, 
(1748), 1748, p. 182, A. K. 
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THEOBEMATA QUAEDAM ANALYTICA 


aubom quoniam ex consideratione infinite parvoruni est petita, hand iinmerito 
adhuc denionstratio planior ex ipsa natura iinaginarionun petenda desideratur. 
Praeterea vero ista demonstratio tantum ad expressiones algebraicas patet, 
cum tiimen aeqne certiim sit earn etiam in oinnis generis quautitatibus 
trail sc endentibus locum habere, nbi ratiociuium, quo Yir celeberr. est nsus, 
non semper adhiberi potest, id quod operae pretinm erit clarins ostendisse. 

3. Consideretur curva algebraica, ex quotcunqiie raniis fuerit composita, 
cuiusmodi sit ramus FNLME (Pig. 1), qui ad axem AK relatus, postquam 
ab V dextrorsum usque ad L processerit, bine iterum sinistrorsinn per LME 
porrigatur, ita ut, si applicata KL banc cur- 
vam in extremitate L tangat, abscissae cuilibet 
A 'P minori quam AK duplex respondeat appli- 
cata PiV/ et PN. Unde si ponatur abscissa 
AP=ic, applicata y duplicem liabebit valorem 
ox tali aequatione quadratica 

yy = ^y~~(l 

doterminandum, ita ut bine sit altera applicata PM = p — V{])p — y), altera 
Vero PN p -f 'V{pp — <7), ubi pro indole curvae litterae et q fimctiones 
quascimque abscissae x denotare possunt. Quamdiu igitur fuerit pp > 2, revera 
geiiiina orietur applicata PM et PN, Dum autem abscissa x usque in K 
angetur, ubi fiat pp = q, ibi ambae applicatae in unam KL coalescent, ita ut 
liic applicata KL evadat curvae tangens. Quodsi ergo abscissam x ulterius 
augondo flat q>pp, ambae applicatae ovadent imaginariae. Unde intelligitur, 
si capiatur abscissa AtX > A-Kj in hoc loco nullam prorsus dari applicatam sen 
rectam in hoc loco perpendicularem X Y utrinque etiam in infinitum productam 
nusquam curvae FLU esse occursurani, id quod more loquendi in Analysi 
recepto idem sigiiificat ac applicatam in hoc loco X esse imaginariam; unde 
simnl notio imaginariorum, uti in Analysi adpellantur, clarius intelligitui. 
Cum enim liaec applicata XY curvae nusquam occurrat, etiamsi a puncto X, 
ubi est = 0, tarn sursum usque in infinitum positivum quam deorsum usque 
in infinitum negativum continuetur, evidens est eius valorem inventum neque 
esse = 0 neque maiorem quam 0 neque minorem quam 0, qua conditione 
definitio ipsa qnantitatum imaginariarum continetur. Quodsi ergo pio hoc 
loco suinamus fieri ^ H- rr, gemina expressio applicatae evadet 
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4. Hie igitur quaeritur, num liinc certo in genero concludi possit, quoties- 
cunque imaginaria occurrant, ea semper liuiiismodi formula p + r ]/— 1 ox- 
primi posse. Prime enim liaec demonstratio tan turn ex raino F.LJI est 
petita, dum tota curva aequatione inter x et y contenta fortasse plures in- 
super alios ramos involvat, quos in hoc negotio penitus negligere forbasao 
non licet. Hanc autem obiectionem Vir excell. utique ipso praovidit, dnni 
hoc ratio cinium tan turn ad portiuiiculain curvae infinit(3 parvam N.L.'M ox- 
tendit, nbi ulteriorem ramorum extensionem tnto negligero licoat; quod mi item 
non adeo in aprico si turn videtur, ut non planiorom demonstrati onoin a tali 
con cep tu immnnem nierito desiderare queamus. Tuni vero etiani liinc plus 
non seqiieretur, quain applicatas extreinao KL iuiinito projhnqnus tali 
formula p + rV—l exprimi posse, ac non iimnerito dubitaro licorot, an pro 
intervallis maioribus KX etiam applicatae tali formula comprehend i quoant 
et anuon reliquae curvae partes hactenus neglectae indolern imaginarii in liis 
locis penitus immutare valeant. 


6. Praeterea vero ista consideratio tantum ad aoquationes et curvas 
algebraicas est accommodata, in quibus utique alii rami non dantur, nisi qui 
vel in se redeant vel utrinque in infinitum excurrant, ita ut circa torminum 
L portio curvae hie semper binas portiones LM ot LN oxliilieat, undo 
aequatio ilia qiiadratica yy=^2py — q est nata, cui tota demonstratio inni- 
titur. At vero inter curvas transcendentes eiiismodi rami occurrunfc, (jui 
neque utrinque in infinitum protenduutur neque in so redeunt, sod subito in 
quopiam puncto terminantur. Talem casum praebet curva transcondons hac 
aequatione contenta 

ex qua sequitur singulis abscissis unicain tantum applicatam respondoro. 
PoBito enim a; = 0 fit ?/ === a; ac si abscissa aj continuo augeatur usquo ad 
vatem perpetuo unica dabitur appUcata; sumta vero abscissa a) c 

0 (c a;) - 00 fiet applicata in hoc loco y ~ a, Stathn autom atqno 

a scissa a; u tra c augetui , applicata subito fiet imaginaria, propterea quod 
loganthmi qimntitetum nsgativaliim certo sunt imaginarii; quaro sumta 
abscissa c!>c appUcata y, etiamsi utrinque in infinitum produoatur, ourvao 
nos rae uusquam occurret. Hoc autem oasu ratio supra allegata et 
na uiae aequatioms quadratioae innixa penitus cessat, ita ut hio morito 
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dubitare possiinus, an iata applicata imaginaria etiani in formula ^ -f- 1? 
comprehendi queat. Saltern hie agnoscere debemns istud theoiema alia 
demonstratione indigere ideoqiie inaxinio optandiun esse, nt tails aeqnatio 
immediate ex ipsa natura imaginariorum clerivetiir. 

6. Ante autem quam hoc argumentum deseram, ostendisse iuvabit, qno- 
modo omnia plane imaginaria singulari prorsus ratione per ciiciiluin lepiaeseu 
tari possint. Ex puncto A (Fig. 2) pro principio axis AB assumto erigatur 
perpeiidiculum AC^a] centro C radio GM=c doscribatur circulus ac posita 
abscissa qnacunqne Al^ ^ (c eique respondente applicata PM=^y exit 

y = AG^- QM =^AGA- “ GQ") = ^ 

ita nt eius valor semper sit re alls, qnamdiu abscissa x minor capitui quam 
radius c; simulac vero abscissa a? radium c superat, veluti si sumatni (c —• A 
turn applicata XY corte erit imaginaria. At vero, quanquam ob hanc ipsam 
causam applicata exhiberi noquit, tamen 
determinatum habet valorem imaginarinm 
(iain enim evictum est notion om dotermi- 
nati notioni imaginarii non adversari). Quo- 
niam enim ponitur c, statuatur sox^cc-i-bhf 
ut flat ]/(cc — ica;) = — 1 ideoque 

cata ista imaginaria XY = a V — 1- 
Quare cum formula ct H- & / — 1 omnes 
plane quantitates imaginarias contineat, 
eas per huiusmodi applicatam determinatam XiF ad circuhim quendam 
tinentem repraesentaro licebit. Posito scilicet perpendiculo AC u centro 
radio pro arbitrio assumto c describatur circulus ac sumatur abscissa 
AX^Vibb A-cc); turn enim applicata imaginaria XY istam formulani 
aA-hV—l exhibebit sicque mirabili quodam modo omnes adeo formulas 
imaginarias quasi geometrice constrnere licebit. 


y 



Fig. 2. 


7. Operae pretinm erit hoc exemplo qnodam doclarasse. Quaeranius scilicet 
arcum circuli, cnins sinus duplo’ maior sit sinu toto, qui ergo 
imaginarias. Posito ergo sinu toto = 1 integrari debet formula 
ut integrale evanescat posito a; = 0; turn vero sumi debehit x 2 et valoi 

Leonuaiidi Euleri opera omnia 1 21 Commentationes analyticao 
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integi’alis dabit ipsum arcum. Hunc in finem formulae differentiali 
tribuamus banc formam ; constat autein esse 

Yixx - 1 ) 
dx 


[ 81-82 

dx 

]7(1 — X .' U ) 


J y{xx—x) 1 ^ 

uude posito » — 2 arcus quaesitus erit 

= V - 1 + Vs)-V - 1 iV—i. 

Novimiis autem hiiius postremi membri valorem esse , unde arcus circuU, 
cuius sinus =2, erit y + /— 1 2(2 -j- 1^3). Quamobrem ut liuic arcui imagi- 
naiio aequalem applicatam XT exbibeamus, in nostra ligura caq)iatur in tor- 
vallum AC=j ac descripto circulo radii OM=^c = l, quia c arbitrio 
nostro reliuqiiitur, posito brevitatis gratia l(2 + y3) = 0 capiatur abscissa 
AX=y(l~j~H) atque applicata imaginaria X y aequalis erit ipsi arcui quae- 
sito paiiter imagiuario, id quod eo magis notatu dignum videtur, quod iste 
arcus est imaginariuni trauscendens, 

8. Primum igitur theorema analyticum, cuius demons tratio planior vel 

diiecta desideratum siquidem eius veritas quibiisdain iam satis 
evicta videatur, hoc modo proponatur; 

THEOREMA 1 

imaginariae, guaecunque in calculo anahjtico occur-' 

liikmp i fo))nam mi])licissmam a + &]/— 1 ita revocari possunt, nt 

mte)ac a et h quantitates reales denotent. 

non dubito^ ^^^Rioustrationem sagacissimis analystis imprimis commeiidare 


Jicns. li,g. a se Ocomekkomw in Aotk JSi-uUU. 1719 

> -X I 1 1 
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algebraical invenieiidi, quae vel sint rectificabiles vel quarum rectificatio a 
data quacunque quadratura pendeat (quam methoduin deiuceps ad analysiii 
pnram traustuli et plurimum locupletavi, ita ut peculiareiu speciem analyseos 
iniinitoriim constitnere videatur), inde utique infinitae curvae algebraice ex- 
hiberi possunt, quarum rectificatio a quadratura circuli pendeat. Omues 
autem excopto circulo ita comparatae deprelienduntur, ut earum arcus aggre- 
gcato cuipiam ex quantitate algebraica et arcu circulari aequentur, quauti- 
tatem autem illam algebraicam nullo modo ad niliilum redigere liceat; unde 
sequens theorema tan quam verum prop oner e non dubito, etiamsi eius demou- 
strationem exhibere nondum potuerim.^) 


THEOEEMA 2 


Prueter ciTCulwyi nulla datUT cuvva alg^Taica, cuius shiguli 0,7 cus po (i7cus 
circulares smpUcitei' eccprwii cjueant. 


10. Hoc theorema igitur eo redit, ut demonstretur nullam aequationem 
algebraicam inter binas coordinatas orthogonales a; et ;i/ exhiberi posse u 
formula integralis jy [dx^ d^f) aequetur arcui cuipiam circulari, emus sinus 
vel cosinus sit functio quaepiam [algebraica] ipsarum x et y, solo casu 
quo aequatio inter x Qi 7 j circulum indicat. Quod quo clarius mte iga ux, 
denotet tp angulum seu arcum quemeunque indefinitum in ciiculo, cuius 
= 1, ac ponatur 

fy{dx^-\^d7f)^a(f 


ideoque 


dx^^d^f^aadep"" 


fiatque 

dx = cipd(p et dy = aqdcp 


atque neoesBO ert, ut sit pp + M^ 1. P^aeterea vero ambas f mute adj 
ita integrabiles esse oportet, ut earum mteg J 
vel cosLs anguli exprimi queant, quod dice nullo modo fleu posse. 

curva fuerit ipse circulus. 


1) Hoe theorema falsa, esse poatea ipse invenil, vide inf, -a Ocn.entaUone. 783 

(indiais Enbstrobmiani). 


11 * 
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11. His autein conditionibiis manifesto satisflet, si capiat iir 

p == sin. [7iq) + «) et q = cos. (ncp -f- a) 

(Icnotante « angiilum quemcunque constantem, n vero nnmermn rationaleui quein- 
cuuque; turn enim utiquo erit pp et cum sit dx =- o4(p sin. {^icp + «) 

et (hj = ad(p cos. {np + a), hinc integrando elicitur 

x = h-~ cos. {7i(p + ff) et y = c~-\-^ sin. {n(p + «), 

quae toiinulae ob litteras a et n arbitrarias inuumeras cuvvas involvere 
videntiir. Verum cum inde fiat 


semper erit 


cos. {7i(p-\~ d) et y sin. (ncp -|- a) , 


(h — xf + ( 2 ^ — of 


aa 

nn^ 


quae aequatio manifesto semper est pro circulo. 
pro conditionibiis ante praescriptis loco litterarum 
non posse, qui iis satisfaciant. 


Demonstraudniu igitnr est 
et q alios valores acGii:>i 


nervpnip T . nullum vestigium apparent ad talem demons trationem 

L iT t;,™ ’ T “1 ^bsnrdum quicquam lucrari 

■ - imauws igitur praeter ckculum aliam clari curvam algebraicam, 

cuius omues arcus per arcus circulares metiri 
liceat. Sit igitur AYyni (Pig. 3) tails curva 
algebraica, cuius quilibet arcus AT ab initio 
^ captus aequetur arcui cuipiam circulari, 
CUIUS sinus sit functio quaecunque algebraica 
quicunqiie A}j etiam upniinhu-, . abscissae AX, ac simili modo alius aixns 
abscissae Ha;; hiucoue manifp^f cm circulari, emus sinus erit similis functio 

portiones Yy per simnlicp^j ^ • J ’ ^ ^ ^ enrvae omnes plane 

oportobit talom curvam algebraic™'^'^! «pnnii queant, sicque demouatraii 
'Mn algelnaicam nuUo prorsus modo exhiberi posse. 
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13. Primo hie autem observe, si daretur tabs curva, earn certe non in in- 
finitum extendi posse, id quod ita ostendo. Sit Ahcde etc. (Fig. 4) talis ciirva 



rf 

Fig. 4. 


cum axe ABC '.DM in infinitum excurrens in eaque accipiantnr portiones aequales 
Ah, be, cd, tie etc., quarum mensura sit quadrans circuli, atque in applicatis 
Bh, Gc, I)d etc. abscindantur portiones Cy, etc., quae sint sinibus 
arenum Ah, Ac, Ad etc. aequales, id quod etiam in singulis applicatis intei- 
mediis fieri intelligatur; ac manifestum est singula haec puncta /i, y, d etc. 
geometrice sen algebraice assignari posse, ita ut curva per omnia haec puncta 
dixcta ApydB etc. Mura esset algebraica. Quoniain vero ea habebit mfimtas 
portiones alternatiin supra et infra axein existentes, ea ab axe ipso in in 
flnitis punctis intersecaretur, id quod in nulla curva algebraica locum habere 
potost. Unde luculenter sequitur talem cmvmi Ah cd etc. in infinitum exteusam 
corto non dari posse; atque hinc iam est evictum, si darentur praeter cir- 
cnlum eiusmodi curvae algebraicae, quarum singiilae portiones per arcus cir- 
culares mensurari queant, necessario eas in se redeuntes esse 
enim absurditas mode ostensa cessare posset, ita ut simili mo o m i a sin i 

inde inferri possit. 


U. Sit igitur AJBPQBS (Kg. 5) talis curva algebraica in se retliens, 
eirius omnes plane portiones per arcus circulaws metiri hceat, quae 
non sit circulus; turn sumta quacunque portione AB 
a quovis alio pimcto B ahscindi potent portio il i 
aequalis, quae tamen illi maxime erit dissimilis, quando- 
qnidem curvamen sen radius osculi masime diffeire 
potest in his portionibus, quales sunt AB, 1 Q, B8 e c. 

Quanquam antem in hoc equidem millam contradictionem 
ostendere possum, tamen demonstrari potest, si umca con- 

talis curva claretur, ex ea Mnitas aUas 

strui posse. Turn vero ex qiialibet eaiiim pouo 
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OX earumqne denuo qualibet iufinitas alias sicquo in infinitum, ita ut multi- 
tiido talium curvarum satisfacientiiim foret non solum nixmorus infinitus, sod 
adeo potestas infinitesima infiniti. Quare, cum adhuc nullo raoclo tails curva 
repei-iri potuerit, nonne hinc iure concludere licebit nullas plane dari liuiua- 
modi ciu'vas algebraicas? 


15. Ad hoc autem demonstrandum insignes illae proprietates, quas Vir 

celeberr. Joannes Bernoulli^) de motu reptorio et curvis aequo ainplis in 

liicem produxit, summo cum successu in iisum vocari potorunt. FuudaTnonfcum 
autem liuius eximiae niethodi in hoc consistit. Si liabeantur duae curvao ut- 
ciiuque diversae mjm et a'ym’ (Fig. 6 et 7) in iisque capiantur arcus ay et 
aeque ampli, ita ut ductis ad puncta y et y' normalibus yr et y'r\ qiuio 

axibus ah et (xV in r et r’ occurrant, qui ipsi ad curvas normalos suppo- 




rlr jrale’.!? ‘ “7 7'!' 

(Fig 8) fia constriiitn ^ f nova curva }iYM 

applicate XY = m ■ xiUn . r'V t! ! = m . «* + „ . ooiistitaatur 

. et V “s ponamu. abscisBas 

•> -11 

,ix ■ > ^ hmoque taug, et _ 

Tvo ®tiam g = p 

«V=pai'l/(l+pp)™ T* ^raro™ 

- co^^truota AY erit abeoisBa 

P- 347; OiHva OMiHta t, 1, p. 408 . ^ P^otmiU genmia sdkiUo. Acta crud. 1706, 
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AX >= X = wa; -j- applicata A^ero XT== T = mij -j- n^' hincque 

X = mdco 4- ndoo' et dY — mdy + ndy + ndoi^) 

iclGoqtie erit dY=-pdX et arcus J. 7 aeque amplus erit ac duo praecedentes 
ay et a'y'\ liinc ergo huius novae curvae arcus erit 

A r = / dXV(^ -\-pp) = mfdx'^{l +m) + nJ'dx'Vil + pp), 

undo manifesbum est fore arcum AY= ni • ay -j- n • a'y . 


16. Hoc iam fimdamento stabilito si ambae curvae ay ei ay ita fuerint 
comparatao, nt arcus ay et a'y' per arcus circulares ineusurari queant, turn 
etiam curvae inde d e scrip tae arcus AY etiam per arcum circular em men- 
surabitur, si modo litterae m et n denotent numeros rationales quoscuuque. 
Ex quo iam intelligitur ex illis curvis datis ay et a'y' innumerabiles curvas 
AY eiusdom proprietatis construi posse. Hie autem observandum est, si 
ambae curvae datae ay et a'y fuerint circuli, curvam ill am descriptam AY 
fore quoque circulum, cuius radius IIA = JIY erit = w • u -f w • ? ft, ita u 
hoc solo casu nulla nova curva resultet, id quod per se est peispicuum. 
Statim autem ac vel altera earum curvarum ay et a'y' vel eham ambae non 
fuerint circuli, turn quoque curva descripta AY certe non erit circulus atque 
adeo in infinitum variari poterit, prouti numeris m et n alii atque alii valores 

tribuaiitur. 


17 Hino ergo si pro curva ay aecipiatur curva ilia supra memorata, cuius 
scilicet singulos arcus per circulares mensurare posse assumimus, eamque a 
purioto quoounquo A incipientem, pro altera autem ay ciioulum quemeunq , 
construotio modo tradita nobis suppeditabit innumerabiles curvas AT eade 
indole praeditas, ut arcui AT aequalis arcus oircularis assignaiu queat. 
vero etiam sumta curva ay aequali ramo flguiae illius a punc o i 

pro curva vero ftY alius qnicnnqne eiusdem curvae lamus a ^ ^ 

protensus hiiic etiam innumerabiles aliae novae ouivae as Wum 

qnae utique omnes quoque erunt algebraicae; unde mamfestum est, ba 
Larum curvarum Li in locum alterius curvae datae ay vel etom^^ 

eubstitnantnr, turn boo modo inanita alia nulla 

quam multiplioationem adeo in inanitum augere bcebit, Quare. cum n 
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adliuc eiusmocli curva a circalo cUversa Grui potuerit, maxime verisiiaile C3sii 
ac fortasse tauquain rigide demonstratum spectari potest nullarn prorsus in 
rerum iiatura dari huiiismodi curvam algebraicam a circiilo diversarn. 


18. Quod hactenus de circulo est allatura, etiam ad logaritlimos extendi 
potest, quippe quos cum arciibus circularibus imaginariis coinpararo liccit, 
unde sequens tlieorema geometris tanquam aeque certinn et inoiuoratn 
dignum ac praecedens commeudare sustineo. 


THEOEEMA 3 

Nulla prorsus datur curva algebraica, cuius singuU arcus shnplkUcr per 
logarithms exprimi queanl 

Ita ut hoc tlieorema uullam prorsus exceptionem quoinadinoduiii jiraeee- 
dens postulet. 


19. Notum est rectificationem parabolae a logarithmis poiidoro, voram 
sniguli eius arcus non per simplices logaritlnnos, sed per aggregatinn ox 
logantlimo et ci«apiam quantitate algebraica exprimimtur, ita ut Ivinc nnllu 
excel, bo theoremati inferatur. Hie autem prime observandmn est ut ,mto, 
Bi tabs claretur curva algebraica AYy (Fig. 3, p. 84), cuius o.nnos arcus iu 
puncto 4 termmati per logaritlimos assignari poaaent, ut verb! gratia oasot 

u baium coordmatarum HZ. ZZ et H., turn etiam dillbrentium horuir, 
aicmmi logantlimo exprimi posse, qiiaiidoquidem foret Yy = aV'. Hinc 

ergo posita abscissa HZ = ® et aimlioata zy i , 

dari aeunntiauB.,, ni„ u • =•»/ demoiistraiicliim o.st nullaiii 

aau aequatioiiem algebraicam inter a; et y, ut inde flat 

jy(da>'+dj/>) = a;„ 

ponamu!° quampiam algebraicam ipsarum a et 2 /; undo si 


dx = 


apdv 

V 


et dy == 


agdv 


fZl” I'equiritur, ut ambao forraulao 

irari oportel “^^-^110, ouiiis ergo impossibilitatom demon- 



QUORUM UEMONSTRATIO AUHUC UESIDERATUR 


89 


88 — 90 ] 


20. Quemadmoclum inibi pro praecedente theoremate licuit osteudere 
null am clari cui ’vam in infinitum extensam illi satisfacientem, ita hie simili 
mo do ostendi potest nnllam dari curvam in se 
rodeuntom algebraicam , quae hiiic theoremati 
cpnveniat. Sit enim curva AYB'VA (Fig. 9) 
curva in se rediens, cuius omnes arcus AY per 
logarithmos exhiberi queant, ita ut in applicata 
XY^ si opus est, pro duct a algebraic e assign ari 
possit pimctum Zy nt arcus AY fiat == log. XZ] 
turn ergo, quia curva in so est rediens et arcui 
A.YBBAY oaedem coordinatae AX et XY 
conveniunt, alind quoque dabitur pimctum Z, 
cuius logarithmus Imic arcui aequetur. Ac si circumferentia totius curvae 
ponatur = c, infinita talia spatia XZy XZ\ XZ", XZ'" etc, assiguari poterunt, 
quorum logarithnii aeqnentur arcubus AY, yl.r-j-2c, .47-1- 3c 

in genore AY -I nc denotaute n numerinn integrum quemcunque tarn nega- 
tivum quam positivum; atquo quia omnia baec puncta simili formula 
algebraica continebuntur, omnia quoque in eadem curva algebraica existerent, 
quae orgo a singulis applicatis Xyproductis in iufinitis piinctis secaretur, id 
quod naturae curvaruin algebraicarum adversatur. 

21. Quod si ergo daretur talis curva, cuius singulos arcus logarithmis metui 
lieeret, ea certe in infinitum excurreret. lam vero ex unica tali cuiva ope 
propositionis fundamentalis circa curvas aeque ainplas supra allatae paii 
mo do, quo ibi processimus, infinities -infinita nova genera talium cuivaimn 
exhiberi possent; unde, cum nulla adhuc talis curva eiui potueiit, si non 
prorsus certuin, saltern maxime verisimile est nullas plane dari eiusmodi 

curvas algebraicas. 

22. Ceterum si modo theorema secundum firmiter fuerib demoiistratum, 

etiam huius demonstratio pro confecta esset habenda. enim element 

arcus circuli, cuius radius = a et sinus = sit ladiiim 

imaginarium concipiamus, ut sit a = Gy 1> elementum arcus fiet 

cdoo ]/— 1 ^ 

y(—cG — sox) y(cc + xx) 

* 12 
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quod ergo erit reale, efciamsi radius circuli sit imaginarins, oiusqiie adeo into- 
grale erit 

V(gc + - a ; 

c ’ 

ul)i maxime mirum videri potest, quod arcus circuli iinaginarii uihilo minus 
sint reales et quidem per logarithmoa assignabiles. Atquo hinc iam tuto 
coucludere poterimiis, quemadmodum praeter circulum nullao aliuo dantnr 
lineae ciirvae, cuius singulos arcus per circulares motiri liceat, ita otiam 
piaeter circulum imaginarium niillas dari curvas algebraicas, quarum singulos 
arcus per logarithmos metiri liceat. Quoniam autem circulus iraagiiiarius 
plane existere neqiut, prorsus uullae curvao algebraicae oxliibori ])ossg sunt 
censendae, qiiarnm singulos arcus per logarithmos exprimero licoat. 



DE MIEIS PEOPEIETATIBUS OUEYAE ELASTIOAE 
SUB AEQUATIONE OONTENTAE 

Oomraenlatio 605 indicis Enbstiioemia'ni 
Acta aoaderaiao scientiarum Petropolitauae 1783: II (1786), p. 34—61 


1. Sit EGF (Fig. 1) lamina elastica, quae ope funiculi terminis ^ et 
alligati incurvetur in curvam elasticam MGF\ turn vero, si funiculus eo 
usque constringatur, donee anguli in E et F fianfc recti, ea curva elastica 
oritur, quae vocari soiet rectangula et in aequatione contenta 


G 



cuius nonnullas proprietates prorsus singulares et admirandas Me sum 
commemoraturus. 


2. Sit igitur GAO' (Fig. 2) talis curva elastica rectae CG\ quae fimiculum 
refert, utrinque normaliter insistens; et evidens est rectam ad punctum 
medium E inter utrumque terminum G et O' perpendiculariter diictam foie 



Fig. 2. 


12* 
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ciu'vae diametriim et puncfcum A eius quasi verticem refeiTe, Turn voro ai 
ex C ad recfcain CC' erigatur perpencliculum GJ3, quod tanquam axoin liic 
spectabimus, in eoque capiamus abscissam CP=o) et vocemua appliciitani 
PM = y, posita altitudine AP = GB erit, uti coustat, 


(ly = 


xxdx . 


unde si arcus curvae CM ponatur = s, fiet 


(Is 


dx 


1/(1 -.r^) 


atquo tain ex natura rei quam ex liac aequatione intelligorc licet to tain liaric 
ciirvam constare ex infiiiitis portionibus CAC\ G'A'G", C"A"C'" intei: 
similibiis et aequalibus super recta CG'" iitrinque iu' infinitum pro due ta, con- 
stifciitis, unde etiam tota haec curva iufinitas habebit dianiotroa AJ), A' IV, 
A I) etc. totidemque vertices A, A\ A'\ A'" etc. tarn doxtrorHum qiiain 
sinistrorsum. Puncta autem 0, G', C", G'" etc., quoniam circa Goruni singiilu 
curva similiter alternatim protenditur, centra vocari poterunt. Qu( 3 ]nadniodinn 
autem singularum barum portiouuin altitudines A2), A'P\ A"./)" etc. unitato 
designamus, pouainus semilatitudinem cuiusque portiouis 0/)-^A/2~a 
ipsos vero arcus CA = CA = C'A' = etc. = c et, quomodo lute binao quunti^’ 

tales «. et c se ad unitatem sen altitudinein AD habeant, deincepe accunitiuH 
investigabimiis. 




" oulvarn permnentiDus notatia quantibatefl 

^ et (7ilf=s ad abscissam GP^x referamus, unde Htatim 
am y quam s fore functiones inlinitiformes eiusdem abscissae CP-^^-x. 

nris'Zcp'^v 

licet’ PM, PM, ' PM' PM PM" ^ 

titate constante AB = gL /eamt ^ 

= PM' = 2a~y, PM"=^ia + )/, 1^31"’ 

PM" = 8a + y, PM'""=10a~,j etc., 
qui omues valores in his generahbus formis contiuentar 

iia + y 6t (4i + 2)a — j/, 


6a 
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ubi littera i omnes numeros integros tarn positivos quain negativos denotare 
potost. Siinili modo eidem abscissae GF = x respoudebimt iufiuiti arcus 
curvaG, qui ermit 

C'M = s, CAM'^2c — s, CA.A'M"^^\.cys, CAAA'j\r^^c-s etc., 
qui oimieB otiaiu in his genii nis formulis continentur 

4^c + s et (4i4“2)c — s 

siimendo pro i snccessive oiunes numeros tarn positivos quam negativos. 


4. Rufficiet igitur solam Imius curvao portionem CMA (Fig. 3) coii- 
sidorasso, quoniam reliquae omnes ei sunt aequales, pro qua posuimus 
CF = AB AB CD ^ a ot arcum 

C AI'A. = 0 . Tum vero pro puncto iudefinito 

3i si vocenbur coordiuatae GF = x, FM = y 
et Jircus CM = s, erit 

ciy^ Gt ds^yy-' 



llis positis ad curvam in AI ducainus nor- 
malem MN basi CD productae occurrentem 

in N. Hinc si ducatur ad basin perpendiculum MQ==x, oh CQ-y erit 
in tor vallum 


et ipsa normaUs 


dy X 


MN=^^ 

dy 


ita lit rectangulum MQ-MN ait Hine si yocetur angulus 

CNAF=-^(p, qui metitur amplitudineni arcus GM, erit 

sin. (p «= XX, cos. — 9 ^ y(y^) 


5. Qnaeramua mmo etiam radium osculi curyae in pundo M. qm s>t 
MO: huuc in finein faciamus 

dy 


XX 


y{i-xy 
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unde fit 


liinc poiTO fiat 


y(l -jrpp) 


p 


]/(l+pp) 

eritque, uti constat, radius osculi 




XX = q 


sicque erit 
ideoque 


dx __ 1 
dq ~2x’ 


MO^ 


2x 




ita ut centrum curvaturae oadat in punotiim medium normalis MN-, ox 
quo jiatet radium osculi MO reciproce esse proportionulem iuterviillo 
^ V — x, quae est proprietas, quam natura olastioao poatulat. Guiii 
emm vis laminam in pimcto G tendens direotionem Irabeat (IN, oius mo- 
mentum respeotii puneti M erit vi multiplicatae per QM=-x aGnuale' eiii 
per naturam elastioitatis radius osculi in M reciproce debefc esse proportio- 
na 8 Mamfestum igitur est radium osculi in ipso punoto 0 esso infiniiiuin, 

m altero autem termino A = sicque in hoc punoto A ourvatura 
erit maxima. 

6. Nunc etiam videamus, quomodo ex data abscissa CP^x tarn applicata 
d'oZ P— per series inilnitas oxprhni 


y(i - x‘) 

in seriem resolvatur, quae erit 


(1 - ir*)- 


nude per integrationem colligitur 


2 4 6 


I 1 3 6 7 
2 ‘ 4 "e ”8 ^ 



37 — 38 ] 


SUB AEQUATIONE CONTENTAE 


95 


Tj -ri.r Iq.I 1^.13 111 

PJf~2/ = -a; 


+ ¥T-|'i^“=“ + ®“=- 


turn vero etiam arcus 


CM- 


X - — . 33 “ -] X A — X 4- etc. 

'2 6 ^2 4 9 ^2 4 6 13 “ 


nine igitur patot, si abscissa x fuerit valde parva, turn fore proxime 
y = e 1 i s = ic. Yerum si capiamus x~l, per series ambae quantitates 
a et c ita exprimentur, ut sit 


“=¥ + T'y + ¥'T'ii + ¥'TT'i6+‘’‘“- 


, = 1 , i . . i . 1 . .? , 1 + i . 1 , A , + etc. 

^2 6'24 9'246 13 “ 


Hao autem series nimis lente converguut, quam ut inde valores litterarum ft 
oti G satis exact© definiri queant. 


7. Alter modus non adeo obvius in eo consistit, ut statuatur 

suintis igitur differentialibus erit 

xxdx = du{l — x^) -~2tix^dx 


sive 


(1 _ a;‘) — ^2ux^ — xx^ 0. 


Fingatur nunc ista series 

= ctaj” + + etc., 

quandoquideni iam novimus, si x fuerit valde parvum, fieri debe j 3 ’ 
ideoque etiam u = deinde ex forma aequationis manifestum eat m sene 
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exponentes ipsius continuo quateruario ores cere deb ere. Hac igitur serie 
substituta fiat sequens evolutio 

=Scixx + 7/3a;“ + 11 ?'!»“’ -|- iricy®''* + 19 ex'’ + etc. 

— --- =. —Sax’ — l^x'" — 11 j'®'* — 15 da:'" — otc. 

“ = — 2ax^ — 2/?£C^*^ — — 2c5'ai^“ — etc. 

— iCX^ — XX 


Singulis igitur membris ad uihilum redactis fiet 

1 ^ 1-5 Jl.5-9 1-6. 9- 

“ 3 ’ ^ 3.7’?" 3 . 7 "; 11 ’ ~ 3 . 7 ■ 1 1 •' 

quamol)i'{3m babebimus 


etc. , 


2' ~ (i'*’ + U®' + ’1^(1 “■ *')• 


8. Simili mode si statuamus 


1/(1 

pei'veuietur ad hauc aequationem 


!;/(! — 9;^), 


dv 


ubi iam statuamus 




V ax~\~ px^ -f yx^ da:*® + eai” + ^a;^* -|- etc., 
cuius evolutio ita repraeseutetuv 


dv 

- «+ 613®*+ 9^®*+ 133®'*+ 17s®'« + etc. 

x^dv 

At ~ “ -5/3 - 9;/ —133 _ ete. 


_2« -2/3 _ 2;^ - 23 -etc. 

-1 = -1 
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Hinc reperiuntur coefHcientes 



3-7 . 3-7-1 1 

7 ■— 5 79 > " ^ 6 • 9 • 13’ ' 


3-7 -ll- 16 
5^- 13-17 


etc., 


unde colligitur fore 


1 3 5 , 3.7 „ , 3 

aJ+ 5 ^ + 5-9^ 6-9‘13 


11 jg 

X 


-f etc.) 1/(1 — ®‘). 


His autem seriebus plane ad valores litterarum « et c eruonclos uti non 
licet; facto enim so^l formula Vil — evauescit, turn autem ipsae series 
in infinitum excrescunt. 


9. Pro litteris autem a et c cognoscendis alias adbiberi conveniet me- 
thod os inde petendas, quod integralia harum formularum 



xxdx 

Vii - ®‘) 


et 


r dx 
j y{i — x^) 


pro eo tautum casu quaeruntur, quo post integrationem fit a; — 1 . flunc in 

finem formula - — ita repraesentetur 

y{i~c6*) 

-j- xx'^~' '£ 

]/(l “ xx) 

et numerator (1 -|- in seriem convertatur, quae erit 


1 


1 ,134 


1 8 6 8,1 3 6 

2'4T® +1’T’6 



etc., 


ita ut loco scripturi simus banc seriem 

aj*) ^ 

2®®^ 2 4 2 4 0 ^2468 / 


1/(1 — xx) 

quo facto tarn pro y quam pro s sequentes formulae integrandae occurront 


r dx r 
J ']/(l — XX^ * t/ 1 


xxdx 


x^dx 


]/(l — xxY ^ 1/(1 — xx) 


jW^ 


xx) 


etc. 


Lkonhardi Euleui Opera omnia Ibx Gommentationea analyticae 


13 
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10. Haram autem formularimi integralia hie non in genero requinintur, 
sed tautiim pro casu, quo post integrationem ponitur Hoc aiitoiu 

casu uoviraus, si 1 : denotet rationem diainetri ad peripheriam, gssg 

/ dx 7t r XX dx 1 7t 

]/(i — xx) 2 J 2 2 

I' x'^dx 1 3 jc r x^dx 1 3 5 Jt 

d ]7(l — xx) 2 4 2 J y(^i _ 2 4 6 2 

et ita poiTo; quibus valoribus substitutis primo ex formula 

/ xxdx r xxdxfy. -p xx)'^'^' 

i7(l “ a;’^) t/ y (1 — xx) 

colligimus fore 

_3 H ^ 5 H 3^ 5^ 7 \ 

2 \2 2^' 4 2^'42 ’ 6 

ex altera autem formula 

s=f^- 

*7 1/(1 — x'^) 

colligitur longitudo totius arcus 

33 53 , 13 32 53 7 a s 

2 V 23 2® ' 43 2® ‘ 43 ‘ (53 23 ' ‘4a ■ 63 ' i§3 • 

Verum etiam liae series non satis sunt aptae pro veris valoribus qiiantitatiiuj 
(I et c cognosceudis. 

autem adhuc alia methodus Gosdem valores por producHi ox 
iufinitis factoiibus expiimendi, cuius rationem, quainquam a mo iam ducluin 
asms est explicata, hie sequenti inodo succincte exponam. Considerotur 
haec formula et cum sit 

d0 = nx^~^dxV(X — - (w + 2)x'*-^^dx 

vii^-x^) ' ~~ ' vir^xi ' 

ellimis ^Ouusn ^ 154 (indicis Bnestrobmiani): Anmadvcrsioncs in rcclificationem 

""I: it""' 
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liinc vicissim integrando erit 

/(!-?)’ 

quare si haec iiitegralia tantum desidereatur pro casu a; = l, fiet 




r x'‘~'dx 

n ^ 

C x*'^^dx 




n %j 

* ]/{! — x^) 

Simili modo 

erit 

r x’* + ^dx 

n “j- 6 

r x’*'*'‘^dx 


( 

J "]/(l — x^) 

w -p 4 t/ 

' ]/(l — a;*) 

et 


1* dx 

w -p 10 

r ^.K+11 


c 

J y(^i „ 

n 8 0 


Quodsi ergo 

hoc modo 

in infinitum ascendamus, erit 


'* x^^~^dx « + 2wd'6 n -|- 10 "H _ . f . 

^4^ n n -\- i « + 8 n ^ Y{1 — 35 '^) 


12. Substituamus nunc succesive pro n numeros 1, 2, 3, 4 ac prodibunt 
soquentes quatuor reductiones ad producta infinita, casu scilicet a) 1. 



dx 

_ 3 

7 

11^ 

15 

19_ _ 

r 

‘^dx 

1 

II 

“ 1 ' 

’' 5 ' 

9 ' 

13 ' 

17 ” , 

J ]/(i 


xdx 

4: 

8 

12 

16 _ 

to 

1 0 

r x^ '- 

^dx 


“ 2 " 

' e ' 

' 10 ' 

14 ' 

18 , 

J 1/(1 

— x'^) 

xxdx 

6 

9 

13 

17 

21 . 

r *“+ 

^dx 

y{l - xP) 

“ 3 " 

' 7 " 

'll' 

16' 

'19 ” 1 

•l/d 


x^dx 

6 

10 

14^ 

18 

22 

r^i 

°^dx 


" 4 " 

’ 8 

' 12 " 

'ie' 

'20“1 

J 1/(1 

— (K’^) 


= c 


7t 

’ 4 ' 


= a 


1 


Y' 


13. Hie iam probe notandum est postremas formulas integrales inter se 
omnes esse aequales. Cum enim in genere sit 



]/(l — 


+ 2 C 

« J y(i — x^y 


13 =^ 
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sumto « = 00 erit 


r x^~^clcG r scf^'^^dco 

^ 1/(1 — t ) 1/(1 — x '^) 


(}uodsi ergo harum quatuor formularum quamlibet per aliain diyidiunus, 
postvemi factores integrales se miituo tolluiit eritque 

'll 1^1 ‘15 18-19 

II 7t 1.4‘ 5.8 ‘ 9-12 '13. 16* 17. 20 

11.11 15-15 19.19 , 

III a 1 . 5 ’ 5.9 ’ 9-13 'l3.17’r7~2l ® 

i- = 9^ = . 11 ‘ 1^ 15 • 16 16 ■ 20 , 

IV 1 • 6 ’ 5 ■ 10 * 9 . 14 ’ 1 3 ■ 1 8 ' 17 - 2 2 

11- 12 15-16 19-20 
in 4a 2-5‘6.9‘l0.13'l4-17’ IS/H 

n_^_ 4.4 8-8 12.12 16-16 20-20 ^ 
iv 2 2 ■ 6 ' 6 . 10 ■ 10 . 14 ■ uTs" ' 1 TV 22 

12- 13 16-17 20-21 , 

IV 3 - 6 ■ 7 - 10 ■ 1 1 . 14 ■ 1 5 . 18 ' r9“.’22 

14. Hae iam expressiones multo sunt aptiores ad veros valoraa littorai'um 
n et c proxime definiendos. Pro valore autem ipsius c inveiiioudo formula 
jf maxime videtur idonea, unde fit 


4c 

1-3 3.7 

5-11 

7-: 

z 

2.l‘4. 6 ' 

6/9' 

' 8-: 

4c 

^21 65 

105 

171 

7t 

2 '20'^* 

104 ■ 

170 


quae pro faciUori oaloulo ita potest exhiberi 

® ~(^''‘'2)(^ + M)(^ + 64)(^ + li4)b + TYo) 

At vero quantitaa a commodissime deflnietur sive ex hao forma 

— 8-16 10-19 
give 1-5 3-9 5-13 ‘ 7.17'' “gT^ 

— = 66 120 190 
‘1« 5 27 '65 ' iTg ’TsT 
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iH 


' xxdx 


quae commode ergo ita repraesentetur 


T« “ + iH) + sH) + sAl) (l + (l + ; 


m 


vol etiam pari successu deflnietur quantitas a ex formula jy , quae dat 


sive 


sivG 


2a == 

2- 

6 4-9 

6 '13 

8-17 

10-21 

" IT 

3 ‘ 5 ”7 ' 

7-11 

■ y: 15 

11- 19 

2a = 

„ 10 

36 78 

136 

210 

etc. 

“ A 

■35 ’77 

' 135 

209 


2a = {l + (l + A.) (i + 1_.) (i + ^ (i + etc. 


Interim tamen satis taedioso calculo opus foret, si valores harum litter arum 
usque ad partem millionesimam unitatis iustos exquirere vellemus; verum 
infra, cum proprietates magis absconditas huius curvae detexerimus, satis 
prompte bos valores exbib ere licebit. 


15. At vero pro eodem scopo series pro a et c supra § 10 inventae optimo 
cum successu usurpari possunt, quanquam ipsi termini paruni decrescunt, 
propterea quod in istis seriebus signa et ■ — alternantur. Hiuc enim in- 
signe subsidium nascitur ad summas harum serierum proximo inveniendas. 
Si eniin babeatur huiusmodi series 


^ 4 A" - A'" + A'" A'"" etc. , 

cuius termini A, A', A", A.'" continuo bant minores, turn inde formetur series 
differeiitiarum 

A~^A'^B, A'~-yr==B', A"-~A'"=^B" etc. 

bincque porro series differentiarum secundariim 

B'- B'' == O', B" - B'" - 0" etc. 

sicque hoc modo continuo differentiae capiantm, turn summa seiiei propositae 


semper erit 


± + yL + l. + A + ^+,ic 

■2 + 4 ^ 8 ^ 16 ^ 32 



IG. Quo iiunc banc regulam ad series § 10 appliceiniis, evolvaimis in fraC' 
tionibus decimalibus sicgulos terminos, qui ibi occurrunt. 

4 == 0,600000 
= 0,250000 
4'--|.. = 0,:187500 

3a 

0,140625 

3^ T) 

-2i- IF 0,117188 







12 

32 

r»3 






"22" 

42 ' 

= 0,007657 





12 

32 

5 ® 

7 





'22 ' 

■- 4 T' 


4- = 0,085450 

0 





12 

32 

52 

72 





22 ' 

'IB'" 

■-qT- 

4 == 0,074769 




12 

32 

52 

72 

9 




' 

"43 

-gT' 

•■gT • 

j - = 0,067292 




12 

32 

62 

72 

92 




22" 

' 42" 

"62 ' 

'-p • 

--3 = 0,060563 



12 

32 

52 

72 

92 

11 



22 ' 

42 ' 

62" 

82 ' 

' 102‘ 

= 0,055516 



12 

32 

52 

72 

92 

1 1 2 



22“' 

■ 43 - ' 

' 02 ' 

' 82“' 

l0"2' 

“ 0,0608!)0 


12 

32 

52 

73 

92 

112 

13 


22“ ' 

42 

'62" 

’ 82"' 

’ 102 ' 

‘ 122" 

= 0,047255 


12 

32 

0 " 

72 

92 

112 

132 


2® 

42 


82 ' 

102' 

12 2’ 

- 0,043880 

1* 

32 

52 

72 

92 

112 

132 

16 

2* 

42 

62"" 

■ -gr ' 

To®' 

122 • 

U^' 

. = 0,041188 


32 

52 

^2 

92 

112 

132 

152 

2*-* 

42 

62" 


102' 

122’ 

142 - 

= 0,038567 

32 

52 

72 

92 

112 

132 

152 

17 


62 

82 ' 

102 

122‘ 

142' 

r6~2‘ 

Y(j- = 0,036424 



45 — 46 ] 


SUB AUQUATIONE y = COUTENTAE 


103 




32 

52 

73 

92 

11* 

13 * 15 * 17 * 


2^ 

■ rL 2 - ' 

6® 

8' 

10* 

12* 

14 * 16 * 18 * 


3 ^ 

52 

' j'i 

9 ' 

11* 

13 * 

15 * 17 * 19 


' 4 ' ' 

P” 

. . 

10^ 

12* 

14 * 

16 * 18 * 20 


3 ' 

53 

rj2 

9 ^ 

11* 

13 * 

15 * 17 * 19 * 

‘2^ 

“I?" 

6^ 

. , 

’ 10^' 

12* 

' 14 * ' 

16 *' 18 *’ 20* 


= 0,034400 ') 
= 0,032700 0 
= 0,0310650. 


17. His praeparatis calculuni instituamiis pro valore litterae c inveniendo, 
et cum esset 


2c 

% 


\ _ _j_ 


;l,3 l2 3® 3^ 6‘ 


2^ H 6^ 


otc., 


binis primis terminis ad sinistram translatis erit 


2 C 3 H 3^ H 3^ 5^ . H ^ etc 

-J- — -^'a ■ 20 • 42 ■ -(53 -r 23 42 


Nunc singnli Imius seriei termini sibi invicem subscribantiir lisque subimr 
gantur series differentiarum litteris B, 0, D etc. insiguitarum hoc mode: 


A 

B 

0 

J) 


F 

a 

E 

0,140625 

0,097657 

0,074769 

0,060563 

0,050890 

0,043880 

0,038567 

0,034400 

0,031065 

0,042968 

0,022888 

0,014206 

0,009673 

0,007010 

0,005313 

0,004167 

0,003335 

0,020080 

0,008682 

0,004533 

0,002663 

0,001697 

0,001146 

0,000832 

0,011398 

0,004149 

0,001870 

0,000966 

0,000661 

0,000314 

: 0,007249 
0,002279 
0,000904 
0,000415 
0,000237 

0,004970 

0,001375 

0,000489 

0,000178 

0,003695 

0,000886 

0,000311 

0,002709 

0,000575 


l) Tres iiltimi numeri revera valores 
gei‘o negleximus, cum nullius sint momenti. 


0,034399; 0,032679; 0,031045 habont; crrores 
A. K. 


corri- 
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18. Hinc igitur sunima nostrae seriei sequent! moclo colligetur: 


y 4 = 0,070312 

0,084503 

j 11 = 0,010742 

-1-17=0,000078 

64 

-g-C = 0,002510 

jlg & = 0,000028 

-j-.B = 0,000712 

0,000011 

^U = 0,000227 

pro reliquis 0,000007 

0,084503 

0,084627 


adde A = 0,760000 

4 


erit = 0,834627. 


Hinc ergo erit 

c = 71 . 0,417314 = 1,311031 . 

19. Simih modo coinputabitur iutervalluin AB ^ GI) = a. Krat 

— = 1 t ^ ^ 6 13 ga 52 7 

^ 2 23'4 “^23’43’i 8 

ubi biui prim! termini 

0,312600 

dant ad alteram partem tranalati 


2a 

7t 


0,312500 = A S* 6» 7 , , 

2® 43 Q 23'4a’63’ 8~+ <3tc., 


mule calculus sequent! modo expediatiir; 


[46 


autoin 
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A 

B 

G 

B 

E 

F 

G 

E 

0,117188 

0,085450 

0,067292 

0,05551(1 

0,047255 

0,041138 

0,036424 

0,032700 

0,031738 

0,018158 

0,011776 

0,008261 

0,006117 

0,004714 

0,003724 

0,013580 

0,006382 

0,003515 

0,002144 

0,001403 

0,000990 

0,007198 

0,002867 

0,001371 

0,000741 

0,000413 

0,004331 

0,001496 

0,000630 

0,000328 

0,002835 

0,000866 

0,000302 

0,001969 

0,000564 

0,001406 


20. Hinc igitur seriei summa colligitur 

4 -^ = 0,068694 
i-JS = 0,007934 
4- O = 0,001397 

o 

4; Z) = 0,000460 
16 

~iS = 0,000135 
0,068810 

hinc ergo 

a = 71 

20 [a] His valoribus qiiantitatiiin a et c proxime veris iuventis, quos 
autem cleinceps adhuc acciiratius clefiuire clocebo, progredior ad illas pioprietates 
hnius cnrvae magis abstrnsas, qims sum pollicitus demonstrandas, qmppe 
qnas per solitas calculi operationes vix ac ne vix quidem eiueie licet et 
quae propterea profundioris indaginis merito sunt censendae. Ac piimo qui 

1) In editione prinoipe falso numorns 20 iteratui*. A, K, 

Lboniiaiidi EuLBni Opera omnia Isi Commentationoa analyticae 


0,068810 
0,000044 
J-JS G = 0,000015 
J-i7,=^0(XX)5 

0,068874 
addo 4- = 0.312500 

et prodit ~ = 0,381374, 

jt 

.0,190687 = 0,699061. 
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(lem hie earn insignem relationein, quae inter ternas priucipales diinensionea 
luiiiis ciu’vae, scilicet altitudinem BC^AI) et inter latitudmem A H^OI) 
atque ipsam ciirvae longitudinein AMC intercedit et quam iain pridGui do- 
texi, hie accuratius exponam et sequent! theoreniate coniplectar. 


THEOREMA 1 

21. In cumi clastka rectangula AMC, cunis vertex est A. et centrimi alter- 
naimis C, teniae dimensiones piticipales, quae stint J.) attitudo BC ^ ADy 
2) Jafitudo AB = CI) ac 3) longitudo arcus AMC, ita a se invicem pendent, 
lit rcciangidum eo: latitudine AB in longitudmem m'ctis AMC acquale sit areae 
circidi circa diametrum alMtudims BC descripti sive positis, ut fccimus, 
BG = AI) = 1, AB = GI) ~ a et arcu AMC = c erit ac = ^ • 

4 


DEMOKSTMTIO 

22. Insignis ista proprietas deducitur ex forraulis, quaa supra per pro- 
ducta in infinitum excurrentia expressimus (§ 13), quaruni prima dabat 


ultima vero 


6-7 10-11 14.15 
^ l-4‘5.8’ 9.13 ’13^ 


etc., 


16.17 

3 . '6 7.10'll.l4'l5.i8 


etc. 


Quodsi iam in priore expressione primus factor simplex | seorsim ox- 
hibeatui, ex reliquis autem sequentibus bini inter se combinentur, liabebitur 


^ = 1^-18 
^ 1 4.5 '8-9 12 -13 16 *17 


etc. 


Quodsi ergo haec expressio 
priiuum manifesto se mutuo 


per alteram multiplicetur, omnes factores praeter 
tollunt, ita ut proditurum sit — = 2, unde fit 


ac 


% 

‘4 


quae est ipsa ilia proprietas, 


quam demonstrare oportebat. 
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23. Etsi liaec veritas modo prorsus singulari ex contemplatioue infiniti 
est conclusa, tamen deinceps observavi eaudem quoque per operationes calculi 
magia consuetas elici posse, Quaeramus enim in geuere pro quovis curvae 
pimcto indefinilo M productum ex applicata PM=y et arcu GM=s sitqne 
lioc productum F=ys; erit dF^yds-\-sdy hincque iterum integrando 

F=Jyds-\-Jsdy, 

quas ambas formulas seorsim ovolvamus. Pro priori iuitio ostendimus esse 


^ 2.7 ^2 -I- 6 -15 ^ ' 


quae series ducta in ds <= per siugulos terminos ita integretur, ut 

post integrationGm statuatur a; = l, quippe in quo versatur casus nostn 
tlieoromatis. 


24 Pro bac autem investigatione liabebinius 
r x^dx 

J ]/ ( l - 

posito a;^l; turn vero in genere vidimus esse (§11) 




unde deducimus 



'^dx 


n 

J i7(i-; 


n 

+ ■ 

r xHx 

2 

1 


J ]7(i - x'^) 


Y 


r x^Hx 

8 ^ 

4 

1 

J y(i~ci^) 

” lb' 

' o' ’ 

2 '' 

r x^^dx 

12 

8 

4 

J 17(1-7*) 

14 

' 10 

‘ 6 


]7(x-a5^)' 


1 1 i 

3 ' 5 ' 2" 

2 4 6 1 


Hi no igitur pi'o nostro casu, quo a; — 1, erit 




3 2 


1 1 2 

2*^2 4 if 3 5 2 

1367 12468JL 


13 5 12461,^^. 

+ ¥'T'T'T6' 3 ' 6 ■ 7 ■ 2’+ 2 ' 4 6 8 19 S 6 7 9 2 


p- w O I 


14 * 
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quae series reducitiir ad sequenteni formam 

/yds = 1(1 + + 77^5 + g-i-g + etc.) . 

todem inodo evolvatur altera formula J^scly, et cum per seriem prior em oasot 

S = a; -p 1 . 1 ^3 1 , _3 _ }_ 9 I 1 ^ S _ 5^ _ _1 jf, _ 

~25 ^2 4 9 ^2 4 G 13 

at vero = singulis termiuis integrandis opo formuhirum unto 

datarum pro casu = l reperietur 

= i + j. A , 1,1 5 1 ^ i 

2 2 5 3 2 2 4 9 3 5 2 ' 2 ’ 4 ’ G ’ 13 ’ 3 ' 5 7 ’ 2 ' 

quae series coiitrahitur iu sequentem formam 

fidy = j (i + + -L _|_ ^ 

His igitur diiabus seriebiis coniunctis fiet 

i (^ + I + 1 + 1 + 1 + jj-l' + ig + 6 tO.) . 

liautur nhfinprf termini se insoqueiites in Linum contra- 

nautili, obtinebifcur sequeus series 

P = i/s =. --1- J_ ...1. j ^ I 2 2 

1'3 ^ 5.7 ^ 9.11 + ITu + I 7 T 19 H- etc. 

Quoniam autem porro est 

| = 1 ~ A et ^== 1_1 2 1 1 

3 5.7 6 7’ gTn^g — il 

ista series resolvitur in hanc formam 

p=i_A I l_l_, 1 1,1 

3^5 7 "t- 9 n + l 3 ~ etc.; 
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qme cum sit uotissima series Leibniziana, cuius summa = , eiit 

■n ^ 

casu scilicet, quo o) = i. Yerum hoc casu assumsi fieri y a et s c sicque 

etiani hinc apparet esse productum ac = ^' 


PRA.EPA 1 UTI 0 

AB SEQUENTES IIUIUS CUIWAE PROPRIETATES MAGrIS ABSTRESAS 
26. In flissertatione, cui titulus Plenior cxpUcalio circa comparalionem 

quantitatum in forninla integrali 

r Zd^ 

J 1/(1 -|- 'h 


conten t arum quaequ e p ar ti p ost er i ori A c t o r u m p i. o anno ^ 1781) iu sei fca 
osteudi, si U'.z denotet valorem huiiis formulae integralis 


r ch{c i -[-§0^) 

J y(i + m00 + n0^) 

ita sumtum, ut evanescat posito « = 0, turn plures huius generis quantitates 
trauscendentes modo prorsus singulari inter se comparari posse. Soilicet si 
pi'opositae fuerint duae huiusmodi formulae fl'.x et TI,y a que ex i' e' 

X ei y ita determinetur tertia 0 , at sit 


xYil + m yy-^ni/) , j/l/(l + , 

^ 1 — nxxyy ^ nxxyy 


unde fit 


]/(l 

(mxy-^-Yil ~V mxx + 


turn semper erit 


"(1 — nxxyyY 

n:y-Y I3xy^, 


ita ut quantitas transcendens J7 ;« superet suminam datarnm iT:s et H-.y 
quantitate algebraica (dxy0. 

1 ) L. EuLidui Oommentatio 581 (indiois ENidamoKMiAHi); vide \x 39. A. K. 
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27. Evidens iam est has formulas generales duplici iiiodo ad institutum 
nostrum accommodari posse, scilicet tarn ad arcus huius curvae inter so coni- 
parandos qiiam ad applicatas cuique abscissae ^ respondentes. Pro utroquo 
casu autem erit ?» = 0 et = — 1, turn vero in uumeratore pro arcnbiis 
sumi debebit « = 1 et /? = 0, at pro applicatis « = 0 et ^ = 1. 


28. Quodsi iam littera ^ denotet absoissam quamcunque in axo 

assumtam, applicatam ei respondentem designeinus charactere arciim 

\eio lespondentem hoc charactere Q:^ eritque ex natura nostrae elasticae 

et ©;«=/■. -i£_. 

quibus characteribus in sequentibus utemur. Turn igitur sumto 4 ! -= 0 erit 

77:0 = 0 et 0:0 = 0 . 

bumto autem z=i erit 

n:l=^AB = a et 0:1= 0^1 = c. 

Pi-Mtarea vero notari oportet sumta abscissa negativa tain applicatam 

quam aicus ongitiidinem etiain fore negativas; sicquo erit 77; f — 0 ) = 77:^ 

Mini ique mode 0 . _ 0 ; dupliceni isbiini 

TEr'''' pi'oblematibus ad nostrum institutum acconi- 

PEOBLEMA 1 

29. m nostra curva elastiea Unis arcuhus OX et CY (Fin. 4) 
ince)e at cum CZ, qui aequalis sit summae arcuum CX~\- O F. 



SOLUTIO 

Vocentur abscissae his arcubus respondentes 

Gz = 0 ernntque applicatae 
stabilito signandi modo xX=^n:x, yY=n\y ot 

77:^, ipsi vero arcus CX=^Q\x, CY=&:v 

'7 - ri . .. I ’ 'f 




^ ® quoniam requiritur, ut sit 

* Q ,x^ &\y^ regula generalis supra allata, 
q oniam oc casu littera ^ = 0 , pro datis littei-is 
^ et 2 / ita defiuire iubet 4 :, nt sit 
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tam autem erit 


^y(i 

i + (oxyy ’ 


1/(1 


XX m. 


- - y^ ) ~ 2xy{x x yy) 

(i + xxyyY 


unde patet, qiiomoclo ex binis abscissis clatis et Oy — y (^naesitam 0 

construi oporteat, iit arcus (7 /j aecjualis fiat smuniae aicuum (7^^ (71, 


30. (iuemadmoclum hie ex datis abscissis x ei y determinavimiis ab- 
scissam 0, ita vicissim, si dentuv abscissae x et 4 ?, tertia y ex iis siuiili mode 
detorminabitur. Cum enim hie esse debeat 0 : y -== 0 0 — & Xy evidens est 
hie y eodein mode per et — a; definiri, quo ante g per d- et -j- 2 / ex- 
pressimus. Hinc igitur erit 

- x') - xV jl - 0 -^) 

^ 14- XX 00 

et 

(1 - 00) 1/(1 - (1 - 0^) 4 - 2 {xx + 00) 

1/(1 - y') = ^ 

Pavique modo Gx datis y eii 0 abscissa so ita detGriaiaabitur, ut sit 

= aT/(l -!/*)-;/ 

^ i-\-yy00 

et ’ 

,//, « a - vyee) V(i - /) (! -^) + 

y ' {i-^-yyg^Y 

31. Hinc igitur patet ternas quantitates a;, 1 / et ^ ita inter se referri, 
ut quaelibet per binas roliquas simili fere mode determinetur; quamobrein 
istam relationem accuratius evolvamus, quo clarius pateat, quoino 0 a se 
vicena pendeant. Ex primis autem valoribus sumtis quadiatis erit 

(xx + yy)(t — xxyy) 4- 
= ' "■'■■(lTa^^/2/)^" 

ex valore autem formulae V (1 — 0^) colligitur 

' \... i . ( 1 + xxyyyV(l " ; 

]/(l — ir)(l y) " 1— xxyy 
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qui valor si ibi substituatur, orietur haec aequatio 

zz{l — xxyy) yy ]/(l — 0 ^), 

Similique modo ex biiiis reliquis determinationibus fiet 

yy{l — XX 00 ) = + XX — 2 x 0 y{l ~ y^) 

et 

a;a;(l — yy00) = yy^z0-- 2?/^]/(l — 


[ 54—55 


52. Guodsi has aequationes ab oinni irrationalitatG liberomiis, ox sin- 
gulis eadeui resultabit aequatio rational is, quae erit 


+ xi^ — 2 xxyy + 2x^yy00 + xUf^ 
-\ry^ — 2xx00-\- 2xxy‘^00 
+ — ^yyz0~{- 2xxyy0* 


0 


quaeque etiam ita exhiberi potest 

+ y' + / — 2 xxyy — 2xx00 ~ 2yy0z 


0 


+ 2xxyy00(xo) “|- yy -p Z0) x'^y*‘0‘^ 


^ ^ quoniam 

iiegatiTe eanifl quadrata insuut, perindo 6st, sive eao 

negative capiantur sive positive. 

se teMnt^ratiLm®'’n*™“ abscissae Gx^x, Gy = y st 6V = « earn inter 

binorum 

erit arcus rz^GY^ a OX, 

0 semper arcus C'i'abw''^^' P™eta T ai Z pro lubitu accipiantur, a punoto 

arcui al Zabf Sin T ° 

abscindi poterit arcus 2r Tsi ^ f speotetur, ab eo retro 

-perfluum fcret pro iis peculiaria probZS’corLer 
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THEOREMA 2 

34. Si ternae abscissae C(Ji> = Xf Gy — y^ if a fuerini assiimtaej ut 

arcus CZ aequetur sit/tnmae CX ct CY, tuw ternae apj^Ucatae xX — U.cCj 
yY = JI\y, zZ<= IT’, z ita inter se erunt rclatae, ut sit 


sive erit 


n: z n\ X -Y n \ y + (cyz, 
Gcc ’ C ij • Gz 


z Z = xX 4“ 


GB^ 


DEMONSTEATIO 

35. Cum relatio inter formulas U'.x, IT’.y et II\z eandem relationem 
inter abscissas a;, 7 / ot ^ praebeat, qnam pro formulis & . Xf & . y ot 0 . z 
assignavimuB, quoniam pro hoc casu littera (3 in forma geneiali adhibita uni 
tati aequatur, vi relationis geueralis erit 

= IT’.y-Y^V^* 


unde ad hoinogeueitatem observandam, quia altitudo OB unitate est deiinita, 
solidum xyz per eius quadratum dividi oportet, unde det 


zZ = xX-Y y3^ ~Y 


Ox ■ Gy^’ Gz 


36. Cum igitur characteres 0;« et i7:» certas functiones toanaoeudeutos 
abscissae 2 denofcent, quas constat neque per logarithmos neque^pei^ aicus 
circulares exprimi posse, quandoquidem per formulas integiales 

deflniuntur. earum valores saltern per series influitas exhibuisse 

G -/(l — «*) 

iuvabit; erit autem per modum priorem 


^ ^ ^ I A A , A. 4- A , A . A . A- ^1-3 j- etc. 

’.Z — Z-Yt'Y^ ho’ 4 . 4 6 13 ' 


9 


et 


2 5 *' ' 2 4 9 

1 1 7 . 1 3 1 




= q- 11 - ' 2 4 

Lbonuatidi Eum?ri Opei-a omnia l3i Commeiitationes analyticao 


^|.-r.-+eto. 


IB 
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Ex altera autein resolutione erit ex § 8 

e ;. = (. + 1 + etc,) ni - 


efc 




PEOBLEMA 2 

37. Elementa principalia nostras curvae elasticae, scilicet htikidinem AJi = a 
el ioimn arcum CA = c, respsctu aliitndinis GB = 1 accuralms ddcrminare^ qumn 
supra fieri licuit. 


SOLUTIO 

Huuc in finem accipiatur punctum Z in ipso vertico evirvao A., iit 
-2 = 1, ei’itque 

H'.z^AB^a et 0 ; ^ = 6V1 == c; 

turn igitur erit = Nunc quaerantm- bini arcus GX et GY cpio- 

runi suinma sit aeqimlis arcui GA^c, Positis ergo oorum abscissis Cx^x 
et Cy^y ex § 31 erit 

l~~xx~yy — xxyy = 0, 


unde fit 


yy 


1 — a; a; 
1 d-ica: 


Quodsi igitur y hoc modo per ® determinetiir, turn erit 

0 ;a; 4 ' 0 ;^ = c; 

turn vevo ob erit 

« = 77; ic 4- 77; 2/ -|~ xy. 


38. Quo nunc series pro 0 • a* pf « . •+ ^ 

convergentes reddautur, abscissas ® et P’ n-.x ei, H'.y maximo 
mus. Si enim velleinus atsti ' aequales accipia- 

,.i ..... , * - - - n~ . + «. 

piet ad nostras series evolvendas. 
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f 


x a: dx 
7(i _ ajij 


Hanc ob rem sumarans xx erit yy ^1. ideoque re = — 

^ 31 -1/2 

unde per priores series fiet 


et 




1 


]7;i 


> 



1 

2”5 

1 

'2~7 


1 J- ^ * 3 1 1.3.6 

2 ^ 2 ■ 4 . 9 ’ 2 '^ 2 . 4 - 6 ■ 13 

1 j_ .1 , ^ 

2 * 2 - 4.11 2 ^”^ 2 - 4 . 6- 15 


I + etc.) 
^ + etc.) . 


Simili vero mode erunt 


0 : y == 
//; ?/ = 



. ^ . . , 7 4, , ^ 

2-6 3^ ^ 2 • 4 . 9 

i- ^ 

2 . 7 ' 3 ^^ 2 - 4-11 


1 

1 

•34 


.1 

2-4. 0.13 3'> 

I 1 

2^4.7-15'3« 


-h etc.^ 
d- otc.) . 


39. Hae series manifesto tantopore convergunt, ut, qiii laborem calculi 
siiscipere voluerit, veros litterarum « eb c valores tarn exacte clelinire queat, 
quam lubuerit; valores autom, quos supra assigiiavimus, iam tain parnm a 
veritate discrepant, ut pro nostro iiistituto abunde suflicere possint; quando- 
quideni bic de eo tantnm agitiiiq ut valores inventi calculum subducendo 
comprobari queant; quamobrem ad alias insignes proprietates huiiis curvae 
progrediamur. 


PROBLBMA 3 

40. l^roposito in citrva elasHoa aren quocimque J^Q (Fig. 5) a pirn do daio 11 
almimldre areum IIS, gni illi arciii FQ sit aegualis. 


SOLUTIO 

Quoniam igitur in curva quatiior qiuncta F, Q, 
B, S consideranda veniunt, sint abscissae illis 
respondentes Cp===p, Gg^^g, Gr = r, Os = s, pro 
quibus ponamus brevitatis gratia formulas ir ratio- 
nales 

1/(1_/)_P, -1/(1 __ j.) „ ,3, ■)/(l-r‘) = li 

et 

■|/(1 — s'l) = S. 



Fig, 6, 
15* 
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His positis, quouiam arcus MS aequalis esse debet arcui .PQ, i’<M|iiini 


boc est 


OS —CB^CQ— Cl\ 

0 \ s — 0 \ r ~ 0 \ q — 0 ''P\ 


cui aequationi ut per regulam supra datam satisfaciaiuus, (lunnaui 
0\Vy ut sit 

0\'U ~ Q\q — Q 


et secundum praecepta superioia esse debet 

^ _ 9 .^~vQ 

unde fit 


1 ^-ppqq ’ 


]/(l — Y ^ (1 ~PPgg)P<g4- 2pgto + qq) 

Hoc iam arcu invento esse clebet 0 ; s = 0 ; r + 0 ; ciuaro 

cepta fiet 


s = - 


bincque porro 


rY ■\yoB 
l + rrvv 


S ~ 'i’yvv)ItV — 2r tJ {rr -Y vv) 

(l -p TTVvY 


Substituamus nunc in his formiilis valores pro v et Finveni.oH; u. | 

1 -p + rrppQQ g- rr q gB B- ^rrpq lUj 

(l-hppqqy 

quae aequatio, si loco BP et QQ valores substituantur, ad Iiuim 

1 + rrvv = (^+-^i^gg)^ + ^''>'{pP-\‘qq){l—ppqq)^^^ )qrr.lU.} 

{l-Yppqqy 

At vero pro numeratore erit 

rV-^vB = r(l — ppgg) FQp ^pqr{pp -f gg) + {qPB-^p Qli) ( j \ p; 

(1 Yppqqy 

consequenter abscissa quaesita GS^s ita erit expressa 
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]/(! — a: *) ^ ^ ' 

s === (i + ppuo) 

(1 -I- ppqqy -h rr{pi) + qq) (1 - ppqq) - 2pq7rFQ 

Quod autem ad valorem litter ae S attinet, quia eo in nostro calculo non in- 
digemus, eius evolutione supersediemus, 

41. nine igitur videmus, quo mo do abscissa s per tornas abscissas datas 
p, q ei r exprimatur; ubi quideni plurimum abest, nt litterao p, q, r in earn 
aequaliter ingrediantur , cum tamen ex aequatione proposita 

0 s ^ 0 :r 0 : q — 0 ',p 

intelligatui istas litteras p, q et t siinili modo in valorem ipsius s ingredi 
debeie, si nioclo littera p negative acciperetur, Neque igitur ullum est du- 
bium, quin forma inventa ita transformari possit, ut ista paritas littorarum 
p, q ot r olucescat, id quod tamen noutiquam liquet. 

42. Cum autem esse debeat 0 : s ^ 0 : r 0 : q — 0 : p, evidens est 
manonte littera p) binas reliquas q et r inter se commutari posse, unde 
etiam vera esse dobet ista expressio 

s _ ~HrJ-^Q~p QB){l + pprr) 

(l 4- iipnf + qq{pp + r7y(r-i;jprr) ^ 2prqqFM~ 

.Deinde manonte ^ litteiae p et q ita perinutari poterunt, si loco q scribatur 
— p ot — q loco p\ turn autem erit 

_ - Pj'^ - qqrr)QF + ^pqr(qq + rr) + (r/PJ? + rPg)(l + qqrr) 

(i + qqrry + PP {qq +VrXl~qqrr) -f 2 qrpp QM ' 

Atque bae tres expressiones, quantumvis diversae videantur, tamen certe 
eundem valorem oxprimunt. 


43. Insignis igitur hie occurrit quaestio analytica, quomodo istae ties 
expressiones tractari debeant, ut perfecta permutabilitas inter tornas litteras 
p, q, r perspiciatur. Facile quidem intelligitur, si tres istae expressiones in 
so invicem multiplicentur, ita ut productum aequetur cubo s®, turn tarn in 
numeratore quani in denominatore ternas litteras p, q, r pari modo esse 
ingressuras ; verum tale productum nimis foret perplexum, quam ut ullum 
nsum habere posset. 
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SCHOLION 


U, Quae hactenus de curva elastica rectaiigula sunt tradita, etiam ad 
omnes curvas elasticas iu genere accoimnodari poterunt. Cum enim pro data 
abscissa z sit applicata 


et ipse arcus 



praecepta generalia supra tradita pro comparatione liaruni quantitatuni 
trausceudeutium simili modo applicari poterunt. Interim tamon hio conditio 
maxi mo necessaria probe notari debet, qua postulatur, ut denominator, qni 
evolutus est V{l-~a(i — 2a^zz~~ (313^), ad hanc formam Vil -\- mzz 
leduci queafc, quod manifesto fieri neqiiit, nisi 1 — a a fuerit qnantitas poRitivn. 
His igitiir casibus aa<\ omnes comparationes, qnas tarn inter arcus quain 

mtei applicatas docuimus, simili modo ad curvas elasticas obliquaiiffulaR 
traduci poterunt. 



DE SUPERFICIE CONI SCALENI 
UBI IMPRIMIS INGENTES DIEEICULTATES 

QUAE ;i:n HAC investigatione occurrunt 

PERPENDUNTUR 


Couvont. exliib, dio 12 Soptembris 1776 

Coiiimcntatio 624 indicis Enhstiioehuani 
Nova acta acadoiniac sciciitianun Potropolitauac S (1786), 1788, p. 69—89 
Summarium ibideiu p. 173—175 


8UMMABIUM 

Tjo titro do co indmoiro aiinonco asBoz clairemont ce qu'oii y doit attondro: une ox- 
poeitioTi doB dinicultoR, dout co siijot, traitd avec pou de succes par plusiears Geoinetres, 
ost cnvcdoppd, pinto 1; qu’nno solution complette et satisfaisanto dc ce probleine. En iioin- 
iTiajit la liantonr du cono ct, son oblicpiitd, on bion la distance du centre a la perpoudiou- 
laire tirdo du sominot sur lo plan prolong'd de la base = b, le rayon de la base = c et la 
surface d’lino portion infiniment-potito de la surface du cone comprise entre iin arc de la 
base G'd(p ot les deux cotds du cono ^-dS cette surface ost exprimdo ainsi 

S/S' = Gd(p Yaa (c + b cos. (py , 

comme on sait par le memoir e de feu M. Euler De super fme conorum scalemnm aliorumque 
corporum conicormn^)^ qui se trouve’ dans le premier volume des Nouvoaux Oommen- 
taires, oil le probleme est rdduit a la meme expression. Mais ay ant rdduit alors la surface 
du cone ti la rcctilication d’une courbe algdbrique du sixienie degre, il employe ioi la voye 

1) L. Euni-im Oommoiitatio 133 (indicis ENESTiiouirrANi) , Novi comment, acad, sc. 
Potrop, 1 (f747/8), 1760, p. 3—19} Lroi^iiARDi Evimi Opera opiuia^ series I, vol. 27, A. N. 
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ilo rapproxiiuation, cu trail sforiHaiit I’expression iiTatiouellc en sorie. II luol;, ])our cct eiiel., 
ua i- --hb -]r cc ^ ff et 2 b c cos, (p -j- -—-bh coh. 2 (p ^ 

(Iv I'iivoii ({lie 

is = ^-a,pyfr+v et = 

et il assigiie la valeur de la surface S pour les deux, trois et quatre priMiiiors tnrjiiiiR do 
cette serie, oti la deniiere expression, composee des quatre premiers termes, eat aseez (ipprii- 
cliante, poiirvu qiie f soit cousiderablement plus grand quo b ct c, 

Uiie autre approximation deduite de la transformation du radical 

y aa -{■ (c + & cos. rpp 

en serie doniie line loi de progression plus manifeste. TVAuteiir ne la poiisso oopendaiil. 
que justpi’a la sonime de quatre termes; mais il fait voir, comment on pout la ponssor {iliiH 
lom, etiNoime ii la fin de son ii ie m oire cette expression pour In surfiioo cnliero du anu-. 

\ ^ M — et y une serie clout la loi do pcrogronsion ccst dvi- 

clente, mais cpu n'esl d'aucun usage, lorsque robliquitcS du eono n’est pns trds-pelito on 
comparaison de la liaiiteiir du cone et du rayon de sa base. 

Une grande diffienite se presente loisqu'on eherche la surfaeo cl'un eono oblu|ue d.n.t 
In hauteur est trts-petite. Car alors k s&ie qui exprime lo radical 


devieiit 


l/da [c '{■b cos. tpY j 


c-y-h cos. <p + ■" — 


aa 


1 • 1 


2 c -{- h cos. qpi' 2 Ti ■ (c 


^c lt serce est tres-convergente, lorsque la hauteur „ esl trfcs-petite par rapport i, 
-carton na cons"" : 

stcarient par consijqueiit enormempnf lo , b 

core reussi a lever Dans tons e , r ’ «’« Pn« ua- 

pnrtagcant toute la surface du 

separement. ™ plusieurs parties, ot cherclior la anrfaeo do clinciiii.) 

i. ..rr„“!: 

pent exprimer ni par des loirarith ^ ^ ™ transcondaaito qu’oii no 

Euu.:u est on L dW^ " ^lont ncannioli. 

lumt etre representee par le develonne l^opnetes remarqnables. D’aillenrs commo olio 

founiit mi nouvel exemple d’nne conrbrr ' ^ ^PPlique a la surface du cone, olio 

^ 1 eonrbo byporscendantc dont la construction mdcaniquo est 
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1. Sit circulus J^GFB (Pig, 1) basis coni scaleni propositi, cuius vertex 
in sublimi situs sit A, uncle ad planum basis demittatur perpendiculum AB, 
et Gx B per centrum basis G agatur recta BFGE, Vocetur altitudo 
deinclo vero sit BG—b, quae linea exhibet coni obliquitatemj si 
onim esset & = 0, conus foret rectus. Denique vero vocetur radius basis 
OF OF c ac manifestuin est bis tribus quautitatibus ct, 6, c naturani 
coni penitus determinari. Hinc si ad vor- 
ticem ductae intelligantur rectae FA et FA, 
ob B F ~b -\~ c et B F ~b — c erit 

AF==^'Vaa -\- (b -j- c)^, 

quod est latus coni maximum; latus vero 
minimum erit 

A F = yaa -F (j) — c)\ 

Piaeteiea si in basi ducatur diameter GFO ad FF normalis, rectae AG et 
AM enmt latera media ooiii inter se aequalia; ad quorum quantitatem inve- 
niondam, qiioniam eat C =!/(«« + et triangula AGG et ad G 

roctangula, erit 



Fig. 1, 


AG ~ All \/(aa ~\- bb d- cc). 

2. Quoniam igitur nobis propositum 
est superficiem buius coni scaleni inclagare, 
quemadmodum ea scilicet per terna olementa 
a, & et c deliniatur, baec investigatio facillime 
sequenti moclo instituetur. Pucto coni latere 
maximo AF (Fig. 2) in basi coni ex centre Q 
capiatnr angulns indebnitus FGS^cp, qiii 
sue dilferentiali 80s= Ocp angeatur, ac vo- 
cetur portio siiperficiei conicae inter rectas 
AF et ^1^^ atqiie arciim F8 iiiclusa = 8, 
ita lit posito (p = 180“ punctmii 8 in F 
perveniat et ista qiiantitas S nobis sit 


A 



Fig. 2. 


indicatiiia semissem siiperliciei conicae eiusqiie ergo duplum totam super- 
liciem coni qiiaesitam. Qiiodsi iam ex A ducainus' rectam proximam .ds, 

Leoniiahdi Ruli5ri Opora omnia In Common taliion os aualyLicac 16 
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area trianguli elementaris SAs clabit valorem differentialis ita ui toiiim 
negotiimi hue redeat, ut area istius trianguli SAs ex^iloretur, quod ob 
ai'culuin Ss = cd(p ideoqiie infinite parvum tanquam triangulum rectilinGum 
spectari potest. 


3. liiinc in finem ducatur ad S tangens circuli SF sive, quod oodeni 
redit, producatur eleiuentum Ss, ita ut recta SF sit basis Ss producta; undG, 
si ex A ad earn ducatur perpendicularis AF, erit area trianguli ASs sivo f)S 

Ss-AP 1 ^ 

— _ ^ jr-/ 

Constat autem hoc perpendiculum AF duci, si ex puncto ./>’ ad rootain SF 
demittatur perpendiculum BF, quandoquidem turn etiam recta A..F oi orit 
normalis. lam ex G ad rectam BF normaliter agatur recta GQ, et quia B F 
parallela est radio C'/S', erit angulus GBQ=^(p, unde ob BG^h orit 
GQ = hs\n.(p et -B & cos. y. Quare, cum sit FQ^CS=g, erit 

BF= c -[- & cos. (p 

ct mtemllum SP=0Q^h w.ip ideoque ex triangulo APB, quia AB iid 
JSl est perpendicularis, reperietur hypothenusa 

AF ^Yaa -|- {c + h cos. (pY\ 

consequeuter luuc elicimus elementum superfloiei quaesituin 

ista fonnula differentialis 


p„n.o casuM coni recti, qni p^dit facta obliqnitate 
• ergo caaa habebimus + integrando fit 

' Fiat nunc « = 180° sive m ^ • 

conicae erit = i l/fca -l ■/ , superfloiei 

^ncV[aa + co) ideoque tota coni superficies 


= jicy(aa4-cc); 
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nbi notetur formulam \/[aa~\-cc) exprimere latus liuius coni recti, turn vero 
totam basis ponphenam esse =27ic. Constat autem siiperficiem coni recti 
inveniii, si latus coni ducatur in dimicliam basis circumferentiam. 

5. nine autem facile intelligitur pro conis scalenis haiic investigationem 
miilto magis fieri arduaiu, propterea quod ea pendet ab integratione huiiis 
formulae 

dS = -■ cd(pyaa + (c + h cos. epf, 

quae ovoluta praebet 

^ 

dS ~ - cd(p Yaa *-|- cc -f- 2&c cos. (p q- && cos. (p^, 

quae ob cos. r/ = y cos. 2f/) otiam transmutari potest in banc formam 
dS^^^cd(p ]/ {iia ^ cc + 2&c cos. (p + cos. 2y). 

Huius autem Jormulae integratio absoluta nullo mo do sperari potest, siqui- 
dem certum ost earn noque per logarithmos neque per arcus circulares ex- 
pediri posse; quamobrein nobis tantum in approximationibus erit acquiescendura. 


6. Ponamus brevftatis gratia 


aa + hb + cc = ff, 

lit habeamus 

Gd(p )//'/’+ 2&C cos. (p -h bb cos. 2f/), 


ubi prime observandum occurrit, si quantitas ff fuerit valde magna prae 
binis reliquis terminis, turn appro ximationera nullam nioram facessere; si 
onim ponamus 


ut sit 


1 

2fcc cos. (p + jbb cos. 2(p = v, 


BS-.\cd,py{ff+v), 

facta evoliitione erit 




2”*' 4 * 2 ‘ 4'6 ‘ ~ 2 - 4 - 6 ^' ‘ ' 


16 * 
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quae series eo luagis convergit, quo minor erit quantitas v prao ff; undo 
snl'ficiet iiiiiiis seriei vel tantum binos terminoa prior os accijxu'e vol insupor 
tertium vel adeo etiam quartum pluresve admittoro, unde aliquot casua 
evolvamus. 


CASUS 1 

QUO APPROXIMATIO IN SECUNDO TERMING SUBSISTIT 


7. Hoc igitur casu liabebimus 


ubi primus terminus integratus dat y/’cr/), secundiis voro terminus ob 


V 2&C cos. (p -p cos. 


integratus praebet 


■firjdip (sic cos, <p + | bh cos, 2(/)) = -^hbc sin, ,p -|- ^ bb sin, 2 A, 


ita ut iam sit 


6’= i cfw 4- I 

^ ^ ^ 2 /- ' IQf • 


niiU t ^ foiHuila duplicata dabit totam coni superlicietn ^ vicf, 
quae restituto pro f valore erit 

S=noy(aa + jbb + oo), 

quao ergo sufficeve potest, quoties quantitates 26c ot l66 fuerint quam mi- 
mmao lespeotn qimntitatis a(i + i66 + cc, Eaeo conditio imprimis locum 

r“ ^tqne otiam 

-porMem conr tti -ly;: ! 

est maior in ratione “ ^no igitur superiioies tantillo 


V((t(i -y cc) : l/{ a n J_ 7.7. 


cc). 
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CASUS 2 

QUO APPKOXIMATIO IN TERTIO TERAHNO SUBSISTIT 


8. Qiioniam hie tan turn snpGrliciem coni qiiaerimus, statim ponere possu- 
mus S = cjd(p\/{ff turn enim integratione peracta tantum opus est 
facore cp = ji. Praesenti igitur casu erit 


dS=^cd(p{f-^-~^ 


8/^V’ 


inoclo auteui vidimus binos torminos priores dare 7 icf\ ita ut sit 


8 = nef— —^-^Jvvdip, 

Est voro 

vv = Wbcc cos. (/J® + 2/Pe cos. (p cos. 2 (/j -|- cos. 2f/, 
quae formula oh 

cos. -h i cos. 2f/j, 

1 1 

cos. (p cos. 2f/> = - cos. (p + cos. 3 CO 
et 

cos. 2(p^ = I' -\- cos. 4f/), 
trail sformatur in hanc 


vv = 2&5cc + g M -|- //c cos. (p -J- 2bhGG cos. 2(p + h^c cos. 3c/) + ~h^ cos. 4c/), 


quao ergo formula constat quinquo membris, quorum primum tantum in in- 
tegratione ost considerandum, propterea quod sequentes termini infegrati 
darent sin. c/), sin, 2c/), sin. 3c/) et sin. 49 ), qui posito (p = n omnes in nihilura 
abeunt, ita ut pro hoc casu sit 

j^vvdep 7i(^2bhcG + 6 *^^; 


quamobrom tota coni superficies erit 


nef — 


Ttbhc^ 


TCh^C 

647®’ 


quae formula iam multo propius ad veritatem accedit quam ea, quae casu 
primo est inventa. 
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CASUS 3 

QUO APPROXIMATIO IN QUARTO TERMING SISTITUIl 

9. Hie igitiir ad expressionem modo inventam insiiper adiici debet valor, 
qui ex liac formula iutegraU resultat 


1 'l-S C ^ g. 

2-4.6 ' fKr 

poslqiiam scilicet positum fuerit (p = Modo aiitem vidimus esse 

,, = ^bbcc + + h^c cos. <p + 2hhcc cos, 2cp + h^c cos. 3r/> + // cob. 4cp 

quae forma per 

V = 2bc cos. cp-\-jhh cos. 2(p 

ninUiplicata retentis tantum terminis constantibus, qui faota veduotinue avi- 
peieruiit, dabit 

V = &‘cc -f = ^h‘^cc, 

M jO 

mdt ht fv d(p -jih^cc, ita ut pars adiicienda sit ' consocnioiitor 
adiecta et.am hac parte habebimus accuratius ' consoquonioi 

5f=7rc/’— — L 

4^ 64/‘3“f~ 32/^F-- 

aequalia sire uW re^peudlurw/Tn ^ '*®*' 

igitur b = c superficieq Im* • j ^ ipsum piinctum F incidit. Facto 

tenniniim producitur, erit ™ Wi’oximatio usque ad quartum 

S=ncf~^^''-JL 5®“' 
sive 64/’3 I" '32/''^ 

s^ncf(l 

\ Qifi > 32 /'®/’ 

ubi notetur esse ff== aaA- —rr tt 

acoedit, quo inaior fusrit nuauHtn- /■ so propius ad veritatem 

quanhtas f p«e radio basis o. Ife si altitudo coni 
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cUametro baaeos aoquetur, ita ut sit turn superficies buius coni erit 

, 3_, \ 

' 2 V 16-121 " i.i;3yiy’ 
quae partes in uuain contractae praebeiit superficiem coni 


21121 , 

O = 71 C" 

21296 r 2 


11. Hanc autem approxnnandi methocliim non ad plures tei'miuo.s prose- 
quirnur, quoniam caicnlus niniis fierot inolestns neque ulla lex progressionis 
perspici posset. Plerumque antem approximatio postrema siimc(.rre posse 
videtur, dummodo quantitas /’ notabiliter superet ambas quantitates & et c. 
lonteiniis auteni aliain metbodum, quae quidem pariter postulat, ut altitudo 
coni a phinmum superet bina reliqua eleuienta 6 et c, quae auteni quandam 
legem progres.sionis pollicetur, ita ut approxiinationein pro lubitu continuo 
ultorius persoqui licoat. 


ALIA METHODUS APPKOXIMANDI 
QUANDO a MULTUM SUPEPAT b ET r 

12, Hie scilicet formulam (c b cos. f/?)“ non evolvemus, sed cum sit 
per seriem 

cos = ft + - . fe . (P± 

2 a 2.4 

, 1-1 -3 (c + &oos.rp)« 1.1-3. 6 (cT&cos.tpP , , 

“'2:4:i-:A' 

singulas potestates pares ipsius c^l cos. cp ita evolvamus, ut statim omnes 
potestates ipsius cos. (p ad cosinus shnplices revocemus; turn eniin omnia 
membra per quempiam cosinum affecta tuto reiicero poterimus, propterea 
quod in integratione praebent sinus angulorum multiplorum ipsius (p, qui 
posito cp~n omnes in nihilum essent abituri. 

13. Quo igitur hoc nogotiura facilius expediri queat, ante omnia obser- 
vasse iuvabit omnes potestates impares ipsius cos, cp nullam suppeditare 
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quantitatem absohitam, ita ut has potestates penitus omittere liceat; 6X po- 
testatibus auteiii paribus sequentes nascuntur quantitatos absolutaG 


cos. f/ 


A 

2 

1-3 


cos. = 2 :^ 

c 1-3-6 
COS.c/==2--- 


COS. (p 


1 • 8 • 6 • 7 


etc. 


luxta hauc igitiir regulam potestates pares binomii c "j- & cos. (p owolvainns 
eritque 

cos. (pf = CC+ — 6& 


(o -f & cos. f/))* = c* 4- 

(c + i cos. <py = c' + ^-hhc‘ + + I 


2 " ” ' 2-4 

Quin etiam res in gonere hoc modo expedietur 

2n 2w — 1 1 


2-4'C 




(c + & cos. <py^' 

+ 


c'”4 -- 


122 

2w 2w — 1 2tt— 2 2w — 3 1'3 

1 3 — 




4 2-4^^ 


I 2« 2m— 1 2m— 2 2m— 3 2m — 4 2m— 6 1'3'6,q . , 

14. Intro ducamus nunc istos valor es in seriom pro 
Vaa-\- {c-^-h GOii,(pf 

exhibitam eb statim per nc inultiplicemus atque Integra coni superllciGS sg- 
qnenti modo exprimetiir 

s = „ca + {oc + \u)- ( 0 ^+ Shi CO + 1;-| 6'*) 

+ OT (-=“ + ^“) 

8 • 7 • 6 • 5 • 4 • 3 1 • 3 • 5 


2-4-6.8a^ 


I -2. 3 . 4 . 5 . 6 2”4-6 




etc. 
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15. Quodsi ex singulis membris temiuos taiitiim primos excerparuus, ii 
constituent liauc seriem ^ 


no(a + - i:- i . i 'l 

\ 2 a 2 • 4 ‘ 2 ■4- 6 2 -4, q . g ’ » 

quae series manifesto conyenit cum oa, quam formula y(aa -fee) producit, 
quamobrem loco omnium terminorum priraorum scribere licebit 

7iGy(aa-\~cc). 

Simili modo secundos terminos singulorum membrorum excerpamus, qui 
dabunt banc seriem 


sive 


xlhc f 1 
'2 \Ya 


2 . 4a*^ 2 . 4"r(iaK 2 -ir G'^ 8a’“" 



/ I 1 ^ 1 4 • 8 cc 1 ■ 1 • g G • 5 1 ■ 1 • 8 • 5 8 • 7 \ 

2a \ 2‘ 2 ri ■ i“'2 ' aa ^6 ' i“ 2 ’ a'^ 2 -T.' G . g ‘ iT^' ’ a« ' 


quao etiam hoc modo repraesentari potest 

A ™ 11 , 1 ?.. I i_ ^ ^ 

4 a \ 2 a a ^ 2 . 4 ' a^ 2*^4 •' G * 2 • 4 • G • 8 ’ a« ’ 


cuius seriei valor manifesto est Ad- ™ 

\ ' aa 

rum secundorum sit 


3 

i' 


> 


ita ut sumina omnium termino- 


Ttaahbc 
4(aa -p cc)'^' 


16. Golligamus eodoin modo omnia tertia membra singulorum termino- 
rum, qui omnes affecti sunt po testate et constitimnt hanc seriem 

lil . ll? . 4_ LhH . 6 . 5 - 4 * 3 ¥cg 

2-4 2 . 4- ’ a“ 2 • 4 . 6 ■ 2 . 4 ’ 1 *¥■ 3 • 4 ' 

— ^ 8-7-G.5 ¥c^ , l-l-3*5*7_ l-S 10-9-8*7 

2. 4. 6. 8 2.4‘l.2.3:4/ a’' “''2.4-6TFlO^^’^'l‘l¥7^T''"a« ' + 

qui termini reducuntur ad sequentem expression era. 

I C* 3-6‘7.9.7 , \ 

2 • 4 24 a^ V 2 aa' 2*4 ' al 2*4.6 ~ ' / ’ 

Lkonhaudi EuLuni Opera omnia lai Commentation es aimlybicao 17 
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17. Ista series sequenti modo in clariorem orcliuem recligi potent 

6'3 cc 5.7'5 5 • 7 • 9 - 7 e" , \ 

2 . 4 * 8 a^ V 2 ' 7 ia “¥^4 "7 -h Otc. j . 

Ponainiis liic brevitatis gratia = atone faotorem coiniiiiineiii — 

(Id i2 • 4 a 

inultiplicari oportebit per hanc seriem 
-1 ‘ 3 . 

S — 1 — 'XX ^ 


■>‘3 , 5-7.5 , 5.7.9.7 „ , 5-7. 9-11.9 


2-4 


'!r‘ 


2.4.G 


Haoc seiies iani satis est x’egularis, et nisi postreini ftictores nuinei'lci adossciut, 
eius summatio in promptu foret. Ad hos igitur factores toUondos utaiiinr 
iategratione ac reperieiuus 

2 ^2-4 2-4-6^ ' 2 - 4 - G - 8"^ ~~ 

Novimus autem esse 

(1 + = 1 _ I ^ -g- -I- otc. , 

unde patet fore 

Jsdx = x(l -j- xxy^'f 
hincque differentiando colligitur 

s = (1 -p xx) — 5a;a;(l ~p xx)"'^' 

1 — 4 XX 


sive 


s = 


(1 4- xx)i 

18. fiesfatuamus mmc loco m valorem fletqo 


g ^ a\aa—ic c) 
{aa-^cc)^j 


communein - 


omnuim temiinorum tertior 


qnae ergo erit 

^_il 3 jc«^ aa- 4 ec 
® '(aa + ^V 


2.4 8 


dabit Hummaiii 



79-80] 


DB SUPERPIOIE CONI SCALENT 


131 


qiiamobrem si istae summae terminorum primorum, secimdorum ac tertiorum 

conmngantur, pro superficie nostri coni scaleni nanciscemur sequentem ex- 
pressionem 

S = -f- co) -j ^ ^ _ 7taal)^c(aa — 4c c) 

4 (act -j- cc)'^' 2-4 8(aa-j* cfi)^ * 

ita nt tan turn supersit iiisuper terminos quartos, quintos etc. iiivestigare, 
quos autein plerumque negligere licebit. Facile autem intelligitur, si etiain 
hos terminos summare voliierimiiSj denominatores futures esse 

/ .11 ifi 

(aa cc)^, {cia -f- cc)^ etc. ; 

verum numoratores nimis operosum foret explorare. 


19. ientemus igitur sumraationem terminorum quartornm, qui adliibita 
simili operatione talem pi-ogresaionem suppoditant, cuiua factor commimia est 

^ ^ ‘ ^ 3 ' 5 %h^G 1 • 3 • 5 Tth^c 

2 • 4 • 6 ‘ r>'2~ ■ 6 ' ~'a^~ 2^-'4^‘G^ ‘ ^ 

in quern duel debebit baec series 


3 


7^6._3 (i^ 
~ 2 ' 


1:1:2 . .t. _ 12 > 7 . 9 - 1 1 • 1 . 3 . 1 1 . 9 c« 

2 ■ 4 a* 2 ' d • 6 a*’’ 2 - 4 • 6 8 ”” 


Fiat igitur itox'um = coco ac poiiatur 


s 


12''^ 
2 


cox + 


7-9.7 



7-9.11.9-7 
""" 2 ■ 4 - 6 




7^9-11.13^1.9 
' 2 cl 8 


o;” 


etc., 


cuius eigo seriei siimmam indagari oportet, id quod sequenti modo sumns 
expeditnri. 


20. Piimo scilicet, ut factores postremi toliautur, per iutegratiouem for- 
metur ista series 


fsdci>^3a>-'^x'‘ + 


^0.7 . 7-B.ll . 9 , 7 . 9 . 11. IS. 11 5 , 

■00 : — X -I X — etc. 


2 -4 


7 » I ■ c/ ■ 

2-4-6 ^ 


IT' 
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Ut nmic hiuc deuuo ultimos factores tollamus, miiltiplicemus per xOco et iii- 
tegrando reperiemus 


3 7 5 I 7-9 ^ 7-9‘ll „ , 7 • 9 -n . 13 

Ja.BxJsH = * - - a; + -- otc. 

Cum igitur sit 

1 I 7*9 1 7-9.11 0 , 7‘9-ll-13 o 

^ ‘ 2 '2-4 2.4-6”2.4.G.8 ’ 

manifestum est fore 

Jx0xJ sdx = a;^(l -f- 

cuius differentiale per xBx divisum dabit 


Jsdx = Sx{l + xx) -|- xx) ; 

baecque formula denuo differentiata praebet 

s = 3 (1 + a;a;) 42a;.'i;(l + (53 (p xxy^\ 

quae expressio porro reducitur ad banc 


feciibeiido igitur loco xx erit 


(1 “h xx) '^ 


ft^(3a^-36aacc + 24c*) 


o ”1” c 3 * 

quae formula ducta in factorem communem ^'^*6 t , 

nnmni.n f.,. • . t^oramunem praobet summam 

omnium termmormn quartorum 

1 ^ ^ ®««&®c(3a^-36aacc4-24c^) 

I S ,1 a /I a "■ — / . 


23.43.63 


{aa + cc) 3 


QucnadmoduH, enim, summa 'tZLTurTZLr'Silte’ 

= __ 
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• j C C 

posifco — pro s pervenimus ad lianc aequationem 

= ic (1 + a;iv)~ 

ifca pio toiiniiiis qiiartis, si Garuin sunima ponatur 

___ 1 • 8 ■ ,'} TC fj^C 

pro s inveiiiinus hanc aequatpionem 

JxdxJsdx^ q- 

Hoc modo iacile patet, si sumina terminorum quiiitorum ponatur 

_ 1 • 3 • 5 • 7 7t¥c 



turn pro rpiantikte s iiivenieiula prodituram esse hanc aequatioiiGm 

J xdxj xdxj sdx = -j- 

Eodemque modo pro torminis sextis, si eorum summa .sfcatiiatur 

6 ^ 82 : 10 “ 

(juin quail litas s ex hac aequatione defiiiiri debobit 

J xdxj xdxjxdxj sdx = a>^(l -|- xx)~^^ 
sicquo lex progressionis in mlinitiim ponitus est maniicsta. 

22. Quoniam igitur suinmani terminorum quartoruni nobis pariter evol- 
vore liciiit, earn insuper ad suminara. praocedentiiiin addamus at quo super- 
iicies nostii coni scaleni nunc accuratius sequeiiti fornia exprimetiir 

n c Via a -\~cc) q- .U.. . .£ 

22(rta + cc)3 2^ • {aa q- cc)^ 


, 1 • 3 • 5 ^ 7t.aahh {?> — 36 «« cc 2"1 

cc)a 
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quam formam semper adhibere licebit, quoties hi fuerit valde parvum prae 
aa + cc, id quod duplici modo contingere potest, vel quando altitudo coni a 
pliirimum supeiut eius obliquitatem &, vel quando radius basis c multum ox- 
cedit obliquitatem h\ atque si haec utraque conditio locum habeat, ista for- 
mula eo inagis ad veritatem appropinquabit. 


23. Sin autem neutra harum conditionuui locum invoniat at quo obli- 
qnitas h tarn rati one altitudinis a quam radii base os c notabilom liaboat 
maguitudinem vel adeo hos terminos superet, turn formula nostra invonta 
nullum plane usum praestare potent. His igitur casibus maxima diflkultas 
occurrit superficiem coni definiendi atque longe alia artificia desidorantur, 
quorum beneficio ista quaestio enodari queat. 


24. Consideremii.s primo casum, quo altitudo coni a penitus ovanoscit, 
ita lit pro elemento superficiei habeamus banc formulam 

dS= c dcp ]/(c “b h cos. (pYj 

quam iam duplicavimns, ita ut iutegratione peracta tantum supersit statuoro 
f/5 = 180“=7r. Cum igitur signum radicale quadrato sit praofixum, orit utiquo 

Gd(p[c-\~h cos. (p)y 

unde mtegrando elicitur ccy + 6c sin. ry), unde facto rp = 180" tota super- 
flcies prodit =7rcc sicque ipsi areae basis erit aequalis, id qnod per so ost 
perspicuum, quoties vertex coni intra basin cadit; sin autem extra basin in- 
cidat, manifestim eat auperflciem coni multo maiorem fore quam aroani ba- 
seos. 1 emm talem conum charta obducere voluerimus, evidens ost oo 
maius spatium raquiri, quo longius vertex coni extra basin fuerit reniotus. 

ita igitai' vertioein coni extra basin in A (Pig, 8, p. 136) incidore, 

t /i^T 7 / ex^ duoantur rectao 

et Alsf basis tangentes ac manifestum est ex basis portiono M'm si 

' SI' ““ “ “ 

™ s na ter r basGos parte 

itideui’ trilinM yUl/PAr®" agerentur, area prodibit 
rtulem tnbneo AMFN aeqnahs, ita nt tota coni auperflcies aoqualis sit areae 
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baSGOs una ctiin hoc trilineo bis sumto. 
vocemus anguluni A CM =- et cum 
All = b sin. 'Q idcoquo area trianguli 
AGWl = --he 'Q, a quo aiiferabur 
area sectoris FCM= ~cc^, et remaiie- 
bit area trilinei 

A MF = “ & c sin. ^ — i cej, 

cuius dupluin dabit aream trilinei AMF] 
superficies huius coni, cuius altitudo a es 


Ad banc igitur aream inveniendam 
sit AC = h, erit recta tangens 



— 5c sin. ^ — ccQy qnainobrem tota 
quasi infinite parva, erit 


== oxcG -f- 25c sin. ^ — 2cc5. 


26. Cum igitur super hac determinatioue nullum dubium superesso 
possit, qnaeritur, cur calculus hoc casu tantopere a voritato abludat. Causa 
mitom sine ullo dubio in formula radicali ]/(c + 5 cos. </))' latet; quae cum 
duplicem significationem involvat, alteram positivam, alteram negativam, 
natura nostrao quaestionis manifesto taiitum valorem positivum postulat 
Quaro cum posuorimus dS ^ Gdcp{c -y h haec positio oatenus taiitum 

valet, quatenns qiuintitas c~j-5cos.f/> est positiva; at vero, dum angulus (p 
ultra rectum aiigetiir, quia cos. rp fit nogativus, evadere poterit c + ftcos.^^O, 
quando scilicet fit cos. xp = ~ A . Quare cum supra ducta tangonte AM 
fuerit cos. ACM A, sequitur snmto = formulam c + 5cc>s.f/) 
evanescero; sin autem angulus xp ultra liunc terminum augeatur, eius valor 
evadet negativus atque in locum formulae radicalis substitui debebit 


— c — b cos 


(p. 


27. Ob hunc du 2 ilicem usum formulae radicalis perspicuum est Integra- 
tionem formulae nostrae differentialis in dims partes clistribui debere, quarum 
prior petenda erit ox formula 

dS= cd{p[G -]- b cos. <p ) , 

omus integrale a = 0 tantum usque ad temiuum (p^n~~^ extendi debet; 
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liinc ergo colligetur 

S ^ ccin — Q -f 6c siu. t; 
alteram vero partem ex formula 

— cos. (.p) 

deduci oportet, cuius integrale a termino (p^n — 'Q usque ad terminiim 
r/) == 71 extendi debet. Cum igitur integrale hinc oriundum sit 

S ^ C — GC(p ~~ he sin. r/), 

constans ita definiatur, ut hoc integrale evauescat snmto (p = 7 i-~ oritque 
idcirco 

G= cc{n — Q “j- sin. 

Fiat igitur nunc (p^n atque altera pars nostri integralis orit 

= 6c sin. J — cc^, 

quae cum parte prius iuveuta praebet totam huius coni suporlicioni, 

Ttcc -h 26c sin. ^ — 2cc^j 
qui iam valor cum veritate egregie conspirat. 


28, Hoc casu, quo a 0, expedite facile patet etiain illis Ciisibus, quibiis 
altitudo a est valele parva, resolutionem bipartitam instihii doiboro. Vorum 
hie statim maxima se offerfc difflcultas in evolutione fonmilao nidicalis 

l/aa + (c -|- i) cos. (/))’. 

Cum eiiim altitudo a sit valde exigua, series more solito Irinc nata prodit 
ita expressa 


1-1 


c + 6cos.«i + i ^ L 

2 c + 6 cos. cp 2-4 (c + 6 cos. 93)^* ' 2 ■ 4 • 6 ’ (c -h''6' coX’ipy ® 

TOlde conyorgit, quando formula c + hcoH.<p multmn 
supoiat altitudmem a. Quoniam autem pariter trauseundim est per eos 
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casus, quibus est c + & cos. (p 0, post primum terminiim sequentes omnes 
m infinitum abeunt ideoquo a veritate inaxime abhorrent atquo adeo nullum 
adhiio artifloium in Analysi est repertum, quo luiic inoommodo inedela afferri 
posset. His igitur casibns i-eourrendum erit ad dimensionem praotioam, qua 
totam snperficiem coni in plm-os partes partiri et siiigularum areas aeorsim 
exquirere solemns; id quod corniuodissime flet, si superficies coni in planum 
explicotur, cui operationi seqiiens problema est clestiiiatum. 


FKOBLEMA 

^ 29, 8i sw[)erfiaes coni scaleni in planum cxipUcctur, indolent ficmrae, nuae 

Imic nascetur, explorare. 

SOLUTIO 

Conoipiaimis oono AEGFII, quein in fig. 1 et 2 sumus conteniplati, 
cliartam ciroumvolvi eamquo itonim explicari in planum, voluti lig. 4 indicat, 
iibi A respondeat vertici coni, rectae autem AM et A 'F oxhibeant latus 
maximum et minimum coni, ita lit area figurae MAP dimidiao suporficioi 
conicao sit aequalis. Mianontibna igitur dGiiominationibiis supra aclhibitis, 
scilicet altitiidine coni AB ~ a, obliquitate 
BG^l) et radio basis orit 

in praesonti figura hitus inaxiinuin 

latus voro minimum, 

A’F ^ yaa~\- (h — gJ, 



longitude ^auteni currae ESF aeqiiabitur semiperijiheriae baseos coni, quae 
est nCt Evidens autem est istani curvam pliirimum a natura circuli recedere, 
cuius ergo indolem et proprietatos hie indagari oportot. 


^ 30, Cum triaugulum elementaro ASs (Pig. 2, p. 121) in ipsa siiperficie 
coni sit assiimtnm, id nunc in nostro piano reperietur, et quoniam rectae SB 
et AB in piano triangiili erant sitae, eae etiamniinc in nostrum planum 

Lkohjiakui Euidjiti Opoi a omnia I si Commontfitionos anal j tie ao 18 
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incident eritqae recta SP tangens curvae in puncto S, rectia voro yiP orit 
perpendiculum ex pimcto jL in hanc taugenteni demiasuin; portio voro our- 
vae ES aeqiiabitnr arciii circulari E8=cipf posito scilicet angiilo EJCE ~ cp. 
Qiiodsi ergo nunc has rectas vocemiis AS=v, yLP = p et S.P^q, erit ox 
iis, quae supra attulimus, 

^ (c _t_ cos. (pf 

qq = bh sin, r/ give q = b sin. rp, 

unde fit 

vv =^])p qq = aa ^ bb -p cc -[- 2&c cos. (p. 

Hiiic autem si yocemus areain EA8=.S, iit dS exprijuafc araaiii ti;ia,iiguli 
eleinentaris A8s, erit, uti supra invonimus, 

dS=^odip Vaa + (o + & coiT^y ^ L op d(p. 

Quotlsi iam vooomus aiigulum EAS^m, ut sit angulus = «b 
AS=.v area omsdem trianguli erit ^-^vvdo., quamobrem lurbobitur liaoc 
aequatio vvda=:cpd,p ideoqiie sive habebimus 

da) = Yaa q- (c q- & cos. (pY 
aa + && + C(3 + 2 hc cos. (p ' 

cuiiis ergo intep-ale nobis praebebit ipsum angulmn EAS angulo » rospoii- 
em, ao si tarn flat y = 180" = 7i, prodibit angulus EAF, cuius orgo do- 

“ "r “f"* - - ■««•■»»» 




ot 


sin. (9 == ~ = + (c -p & 

^ ]/(aa -p & J -j- CG + 2 be cos. y) 


cos. 0 


h sill, (p 


^ y(«^^-h6& + cc-f 2&C cos.y) ’ 
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r?nr™.“ «bi 'f = 0 , fieri CO..^ = 0 idooque rectani 

^ c ivam in ^ esso normalem, quod idem quoque evenit in puncto F 

UDI ,p n,^ ita lit in ambobus teminis E et F rectae AE et AF curvae 
normalitor msistant; in punofcis autem intermediis rectae AS cum ciirva an- 
gu OS 0 iquos constituent, quemadmodiim ex quantitate tangentia SP est 

1 ( ig. 1), ubi est <p = 90°, turn qimntitatom tangontis SP = « fore 

iTui ctf is?rt 

punctis ista taugens hi =q minor erit qiiam obliqiiitas h. 

32. Praetorea vero etiam ipsani curvatiiram nostrae curvae FJSF in sin- 
gulis punctis S satis concinne expriinere licet. Si enim radium osculi in 
puncto 8^ designemus httera r, constat eiun ox porpendioulo in tangentem 
AP=.p ita expriini, ut sit r = Cum igitiir sit 

vdv => — hcdcp sin. (p 
pdp ^ ^hdcp sin. (p (c + h cos. m) 

idooquo 

( 9 ^ ^ sin. <p {c -\- h cos. 7 ;) 

P ' 

liis valoribus substitntis reperitur radius osculi 

.y ^ GP 

c -j- b cos. (p ’ 

undo sequitiir in ipso puncto E, ubi <p = 0, radium osculi fore 

^ ci? _ cyda '-f '(^'^'hj\ 

c -h h c d- b ’ 

at vero in altoro termiiio F, ubi (p = n, radius osculi orit 

r = eVffla -h "(c— 

c~h “ c~b 

Unde patet, si fuerit h > c, hoc est iis casibus, quibiis altitudo AE extra 
asm oadit, turn radium osculi in F fore negativum ideoquo ourvam in hoc 
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loco voi'miis /I olivniiitnt; nnilr;i iiiilnu. ItiiMil /, 

tiiui totain oiirviun iil)i(|iin vtM’stn; .1 lord (’oiiruviiiiL 


I'ii’,}. (liiodni jioi'i'o loiii-d I'lid i IK '111 I’ll rv III* /',S |i(Kiaiiiu'i , i};j 
s notiiNi omI; ronmiiiiiii inli'urjiloiii ovj.rmu'rd anijdi; ikIuh’io 
cuvvao AW; qiiiu) mi ('IdMiKiud-ur liU.orji ,/>, oril. r,/' i|oaijo .l.ivoi 

tiitiH valoribuH jiro ol» r iiiviMiliM luiln'liinniM 


ui ;,i|, 


nr-'tiM 
Klli-if i 


fh/r 


/'(/)((? j l'M> I/ } 
j 4 of I !»' I A i-ii'i (y 


fiuill.S illlcHTOlio, p.M-illT ,.X|,r,lin „,u|l„ 

siniplicior chI; Cdii.siindu illn, ,|ii,i. i.x|,iinii'li!(l nr. Ini.-nli. mif.’iii linr 
aiigiilo,/, OK on ,|ii,M|,i(, ,|„|hurr I, 

ox Adi.1 iwdttin /( /.; ^ ^ 

tiidiMR inotitur; Huarn, r.mn rl.mni .nic.iilus .l,S7'- » -.ii 

,,|| 

IK /f I l/> |l(l‘ 

"‘'"'■lo- 


oullor ^ 'loo. r,„v., /o.v/ 

im P tim 

™m„™ IcZ It „„an. 



chartao tarn facilo nxhilMvri 

,a,i„a idhTaiaiTTi-TTT:!:'':. 


ADJU'rAMKNTlIM AlJ q| 


Quodsi 

coopinmsj 

definiamns, 


oiinnl.ifi ill ^ 21 l.radituH dvolvaninM afono -dhuU 
-nmaa tornuaonnu ,p,in,,,. ,.,„.x,„r,L 
soiiom liaiKl iiiol(igaiil„ii, p,.,, Ni,p,.,ii|.j,. 


i-l 


‘HIU ?.l’ 


iMiido, lit ild 
(UiMillMin arid 
ali’iil o\|iil<i’jd 




Evidone aiitom est haiic soriem iis tantum caaibiis usum praestare, qui- 
bus quantitas bh multo minor Gst qiiam formula aa ■-[- ccj quando autem 
piopomodum ost aoqualis vol adoo inaior, turn uocGssario confugioudiiiQ orit 
ad descrip tioiiem illam practicarn, quam supra Gxposuimus, 



h IIINIS (TOIWIS A lA,' Mlii; A l( 'IS | N \' |.;n 1 1.;; 
QIIAIIIIM AI\’(l|IS INI)|';i''iK|T|.; 
INTI<:R SM SINT AM(,)|iAI,l':s * 

lli’iivmil, Mhil,. i|i,i I .. 

„ , 

.| , | ,, 

i^Mmiiini'inm |i. j j i; { | / 


-in ,,,, X „|, ,r l,.„ ,,, 

nigok.q,„, |„ , I , " I 

I""-' 7 

no,.v„ll„ va™w,. .,,i| '' ' 'I"""'' 

• *' » ' I •’ » ,Vi hIih i^ii' 


-15n mottimt 




'dX^ .| T }*« 

X .p 

"Otto condUiou »o .,i,luit ,1 lu Ij ' 

olJsoivo, ihmo iivliniti! do raii,iii„.(,„ i. ,, ‘ " "n.,,,,,. i AmI 

Qimiit fi In solution Rdiidmlo ilu |ir„| i' ' "'7'"'’'' |•olll,„l. 

7 

2 %'^%'o.io . ct «) «■ 

““ n.nd„;,' - ■' I 

A' f)l) 
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^ D. cetto^ m^icx-e, ajoute I'Autou., si 1.. foi. fonctio.s a.-bifa-an-es et . 
vo:cn 0 . p„„ea c,o ,na,no.e r„„e cles deux oouebes fbt uue eonube detenniuee, pae 
. pie lelhpee o« Ibyperbole, il ..-oil da„» not., peuvoi.- de trouve., u.o,enua„t cel 
ol ho. , „..e auho eourbe do..t u„ are fbt e>l » Ion,«eu.- a ,uu a;o do Vuno ou de 

lauhe dee deux co..rboe ™e,.ho,.,.des d„u..eee; .naie il doute q„e rA..alyee puieee ja.„ai» 
atteindre co degre de perfectioji. ^ 

ha eeeoudc eolutiou, pour cho ge'ucrale, suppose possible la resolutiou dee equations 
algobnques do tout ordre. Car I'Autcur observe quo mettant f = M 

hon algebrique qu'ou adopts eutre p et s, de unuue qu'entre /"et , ^o’u aura p et s alh 
.en que q et r expn.uees par des fouctions de la .ue.ne variable .. Cette solution cede 
done lo ,™,g a a pre.uie.u Cepeudant elle n'est pas sa..s utilite, puisqu'olle four., it „n 

oyen r„s-s..nplo et Irbs-eldgaut de construire les deux eourbes dent deux arcs pris ini 
finiinenfc sont de la memo longueur. 


quorum ' ^ 2) liuiusraodi binae curvae algebiuicao, 

quaiuin .uoiis A1 ot aj/ inter so sint aequales, ao pro priore vocentur 




coordinatao ortbogoiialog AX=X et XY=Y, 
^y~y', turn igitur roquiritur, ut sit 


pro altera vero ax = (G et 


Y [pX. d- d .P) + %®). 

Huno in flnem introducta in caloulum nova variabili « quaestio hue redit 
cmnsmodi quatuor functiones algebraioae istius quantitatia . pro quaternis 
_ 8 coordinafcis X, Y et x, y aooipi debeant, ut utrinque olementa ourvae 
inter se ovadant aoqnalia sive ut flat 9X^ -y SJ- ^ dy\ Talibue eniin 
motiombus mventis manifostum est inde pro utraque ourva aequationes al- 
gebiaicas inter bmas ooordinatas erui posse, ita ut ambae curvae proditurae 
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2. Quo nunc luiiio o()n(lilloii(*iii f'ai’iliiis adinipIi'aMiii 
dinatas soquonti iiiodo jior pai'liia ox|iriiiiiiimiM 

A' 1 7 , r /t 7 , 

y ' ’ If \ 

sic Guim pro i)ri()ri curva roporiol-ur 

|.. ^ 7 ' 1 .’r' I I :% /i ,7 

pro altera voro curva (irit 

hy ()/ f}(f^ . j . , I , p,'-< j j 

quae formuko omii, inter nn deli,. mil, „e,|,i„|,,„, .,mi 

aequationi SpSq ... i)rih. Hie,|„„ 

uiicfaonoa algobraicas ipaiii.s e jii'o litterin ,, ... „n„ 

/.’pp 7 

cm oontUtioni luuid ilil'diinitei. inllniti,, ine.liH wil i 
lombus particularibus iKupiuwcon^ voIIoiuiin, 

3 . Voluti si ponauuiH 
P 


efflci debot, ut fiat 


Hi. jit., J„h„ 

aodiame satisfaciamua, atiUmmL ’ 

““■^' 1''“’ J A ,|. 0 

SIC enim flet a + / 5 ==yj 

conditio postulat, ut fiat ""tom val„ril„ 



^_L.^L QTJARUM arcus ind efinite inter SE SINT AEQUALES 


145 


AJi 

CD-=i>-ji) cui oonditioni nitidissiino 6t generalissimo aatisfaciemus 
poneudo 

ji- = fy{X-\-v), C = fh{X f.,), 

II =.hle(X — v), = — 

ubi tarn tres numeros X, ot quam quatuor quantitates f, n, h et Ic 

prorsus pro lubitu assumere licet; quainobrem bine pro prioro curva nan- 
ciscomiir coordinatas 


X == f(f{X + ^ 

4 " /A (A “|- ^ 

pro altera vero curva Iiabebiiniis 


y = fh (A + //,) " + g k (X — g) 

Pro utraquo autem curva erit element um curvao 

= Off -(- 


^ 4. Veruin hie nobis imprimis est propositum in aolutionom generalem 

mqinrore, quae omnes plane speciales in se coinploctatur, ideoque condition] 
inventae^^r^s=.^^^Q^ goneralissime erit satisfaciendum. Cum igitur bine sit 
^ oiusmodi fimctiones pro p, q, r investigari oportet, ut ista formula 
dilferontialis iutegrationem admittat; ubi exuidem, quoniain baec luiica 
conditio est adiinplenda, facile intelligitur ex ternia quantitatibus p, q et r 
binas arbitrio nostro penitus relinqui. Quainobrem assumtis pro q et r func- 
tiombus quibuscunque algebraicis ipsius inde colligatur valor formulae 
qiii ergo itidom erit tiiuctio algebraica ipsius 0 simulque cognita, quam indi- 

cemus bttera u, ita ut sit = atque adoo Os^uOp, cui igitur conditioui 
satislieri oportot. 

5. Cum igitur hie u tanquam limetio cognita ipsius 0 spectetur, totum 
negotium redit ad lunctionom p investigandam. Quare, cum sit 3 == piidp, 
per reductionem notissimara babebimus 

s =pu — JpSti, 

IjiiioNiunDi Eut.uiii Opom omnia 1 21 OominontatioiiCH analyticno 


10 



MO 


USU UlINXO 




ita ut formula differentialis integrabilis roddi dodx^jit. .Sl,a<;tiit(-iii- 
Jp?i{ = V Gxistente V fimctione pariter algobruica ipBiiia mu In (M'go |j,.l, 
j) = hincque porro 


„ UdV 

S=^ptl ~v ^ 

du ' 


sicqiic imi\eise conclitioni praescriptae erit satiBriictuiii {ilxpitj adno ])i’o v rMiir- 
lonoin quamcunque algebraicam ipsius ^ pro arbiMo aHBriuK^rn Ib'-nhil. 


ouenti i nostrae propositao solutio »n. 

ctiones quaecimque algebraicae ipsius ,, ox quibus d,Klucn,(,m- 

dq 




dr 


s-»., i,.,,.. ,, i,.,. 


du g„ V. 




^^I’o curva AY 
a« + ? 

1 ^ + ^ 


Pi’O curva ay 


X 


dv 

du ^ 




tniecque ergo solutio ita est po.o v ” 

comploctatur. omnes plane casua posaibiloH i 


III HO 


Cum igitur sit utiiusaue e,,,.. 

1 or>ivae elementi quadraium 

= dp^ -p 4 - dr^ ~L ;?g3 

Prime est 

ob dv--=^p‘d^i^ nrib 
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ds = udr, unde his valoribus substitatia obtinebitm- eleinentnm utriusque 
ciu'vae ^ 

= K(1 uu)[dp^ dr^). 


8. Cimi igitur porro sit dq==^udr et ds = 
formula 


udp, erit pro priore ciirva^Z 


dp -f- iidr 

dlt dr — udp * 


quae duct a in curvae A, Y 
Simili inodo in altera ay, 
tangens 


normal! YN exprimit tangentem anguli ANY, 
SI pariter ducatur normalis yn, erit anguli any 


— udr 
dy dr -f ndp 


Quaxnobrom si introducamus biuos angulos (p ot 0, ita ut sit 


evadet 


ot 


tang. 


9 


dp 

dr 


et 


tang, 0 = 


dX 

dY 


tang, ip -f tang. 0 
I taug. 9 ) tang. 0 


tang, [(p -|- 6) 


'^y 1 -|- tang, tp tang. 0 


= tang, {(p — 0), 


Unde mamfostum est angulos ANY et any, quibus utriusque curvae ampli- 
tudo mensuratur, fore ANY=^(pA^0 et any==(p~^0. 


9. nine igitur intolligitur ambas nostras curvas commimi amplitudine 
gaudere non posse, nisi fuerit angulus ^5 = 0; turn autem foret ideoque 

ob dq^udr et ds^n^dp ambae quantitates q et s foront eonatantos, quae 
ergo ponantur q-^a et unde propterea prodiret et Y=-=r — 'b, 

turn vero x^p—^a ot y^r+b\ sicqiie foret x^X — ^a et y^Y-Y'^!.}), 
undo manifestuin est ambas curvas prorsus fore easdeni, veriim coordinatas 
tantum ad alios axes referri. 
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10. Cum igitur hoc problem a felicissiino cum sucoe.ssu gen oral! tor ox- 
j)ediverimus, si tevnae functiones arbitrariae r ot v ita clofiniri pos.sont, ut 
altera ciirva oriatur data, veluti sive ellipsis sive hyperbola, turn Hiiniil iu- 
veniretiir alia ciirva propositae aequalis. Verum talem niotliodum vix ac no 
\ix (juideni sperare licet, quandoquidem probleina generalo cnrvu,in quam- 
faiiique dataia in alias diversas eiusdem longitudinis transforniaiKli vii’oa 
Analyseos siiperare videtiir. 


ALIA SOLUTIO QUAESTIONIS PEOPOSITAE 
11. Cum tota solutio perducta sit ad hanc aequatiomnn 


dpdq = drds sive 


dp 


^r/ 

dr’ 


.'tatuatiu tarn ^ qiiam — ^ et, quaecunquo accipiatur aoqiiiitlo algo- 
iH-aica et s, qua littera s defluiatur per certani ftuictionmn ipHii.s i;, 

erit etumi certa fmictio ipsius p, qua ipsi « aequali posita quantitas p 

uleoque et altera s per « determiuabitur. Simili mode sumta inter ,j ot r 
aequatione algebraica_ quacunque, ex qua rj definiatur per certain lunctionem 
ipsius r, flet otiam certa funotio ipsius r, quae posita = 4 < dabit iiddom 

irctionir™.* S’^PMssas. Inventis autem liis quatuor 

I's p, <h 1 , s ambae curvae quaesitae ita determinabuntur por anas 
utraque coordiiiatas, ut sit ' 


+ r^r~s, 


generis, siquideui grerar eriC,* ™ 

est anteferenda. Interim fnr. r / solutio hnic sine dubio loi 

egrogiam coustructioneui geometrioam bteaV'''’'*'” 

suppeditat, quae ita se babet. ourrarum, quae quaenint 
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OONSTBUCTIO GEOMETBICA GUBVABUM QUAE8ITAEUM 

cue S' It (^7'"' 

( ^3' )j quibus peipetuo capiantur bina puucta s ot ubi 



tangontes st et qO inter so fiant parallolae; turn ductia 
habebuiitur quatuor iipstrae quantitates, scilicet 


applicatis sp et qr 


2^} 2 ^s — s et CT = 7 'f ^’(^ = g, 


Qma ouim g oxprimit, tangontom aiiguli ad t et || tangeiitem anguli ad 0, 
cum In anguli ,sint aequalea, erit utique 


ds f)q 

Bp dr 


idooquo 


dpdq ^ drds. 


uti requiritur. Quaniobrom ox bis cluabus curvis pro arbztrio 
curvao quaesitao hoc modo construentnr; 


aasumtis biiuio 


Pro curva A Y 

A.X ~ hp -p rq 
XY^ cr~ps 


Pro curva ay 

ax ~ hp — r q 
xy = cr +ps 


quae constructio ob elogantiam utique notatu maxime eat cligua. 


14. Pro curva hs sumamus parabolam hac aequatiouo contentam ss==2a«, 

pro altera autem cq circulum aeqiiatione qq^2ar~rr expressum; turn 
igitur ent 

?1. ^ H ^ Cl ~ r 

ap Br ]/2 «■>' — 


ft 



l'»0 riE BINIS CURVIS ALGEBRAICIS ]NVENIENJ)IS f f oa 

tjiiiie (luae ijuaiititates inter se aequales esse clebout; perindo oniivi Hivo 
>ilM iijiniediate aequales statuantur sive utraque ipsi 0 aeqnnlis al;siluiii.l;ur. 

Hoc uiodo omnia ad solam quautitatem r revocaro licobib, (niandcxiviidein 
luibebimus 


(Z = r(2flr-r»-) et s = -- *'0 


a — r 


Hnde jno binis ciirvis lias uancisciinur coordinatas (Fig. 1 ob 2, p. 

I'ro curva AY „ 

1 10 ciu’va ay 

a(^ar-~rr') 

a~r 

■" 


V — rr) 

A, + ]/(2flr 

y — rr) 


a — r 



DE INNUMEEIS CUEVIS ALGEBEAICIS 
QUAEUM LOFGITUDINEM 
PEE AEOUS PAEABOLICOS METIEI LICET 

Convent, cxliib, die 3 lunii 1776 

Oommentatio G38 indicia UNESTUoiiMiANr 

Nova acta acadoiniao Bciontiaviini Poti'opolitanao 5 (1787), 1789, p 69 70 

Summarium ibidem p. 66 — '67 


summarium: 

Dims im Momon-o intitule; Tkomnata qmedam analytiea, qumim cbmonsimtio ailhuo 
dmdomhu-, qu'on trouvo dans les Opusouloa annlytiqnos, Tom. IT png-. 70‘), fen M. .Buleu 
avoit cutro niitros availed les deux propositions suivantes; 

1. Qu'il u’y ait point do courbo algdbriquo dont la longueur p6t otro oxpriinee sim- 
pleinont par dos logaritlnnos. 

^ 2. Qu’a I’oxcoption du corclo il n’y ait point do courbe algdbriquo dont ebaque arc 
pdt ctre mesuro par un arc do corclo. 

II avoit memo taclid do mottro la vdritd de cos deux propositions bors do douto, par 
dos raisonnomons aussi concluans quo profonds, sans pouvoir cepeudant domier it scs de- 
monstrations touto la riguour roquise. 

La clioso so rdduit, comme cbacun voit aisdinont, a trouvor, pour les ooordonndos a; 
ot ij d’uno courbo, do tollos fonctions do v, qu'il y ait ^ Ydv, et a montror 

dans quols ens lo problbmo n’a point do solution, comme cela arrive lorsqiio = ou 

dans quols cas il n’admet qu’uno seulo solution, comme cola a lieu lorsquo Vdv = . 

ou enfin, dans quels cas le nombro des solutions ost infini, commo il Post cn^mettmit 


1) Vide p, 78. 


A. K. 
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V> > j-ji f-i'r), + '»y) oxpriinaut wn arc paraboliquo dont ios c(H)rd<iiuu'!CK KOiii 

r .1 t ft:. I/Aiitt;ur, quj a d(‘ja renoucd a ]a demonstratioii dos deux projuioi’N chh, Rutl-iudiii 
i. i ;i tniitrr !ft tvoisieme, en resolvant le probleme suivaut: 

Tiwner tuu: infmitfJ dc courles cdgebngiies doni les arcs ptiissenl dire par 

(i/'o 

I! (rois solutions ditferentes de ce pi’oblejiio clout clincinio founiit imui jolitiilii 

i'u'irbos algt-y^riques satisfaisanfces, Nous tacheroiis de doiuier aiix h’elicun’R (hj {!(!« lOx- 
triutr oiit^ idde de la troisieme, conime de la plus simple. 

t'oiiJine -r === ? y ]/(l -f- vw), on inettra sin. poui* avoir 

Yicx^- + cf) ^dO cos. 0 ]/(cos. 0^ + 2 sin. 0^). 

*>r toiitcs les fois quo jTpy pourra ctre re'duit a la forme oji aura 

dx =*= cv (P sin. (pd' Q cos. (p) 
cy-=^dv (P cos. g>~Q sin. (p), 

• v O '? rl.Mix {oriuulos doiveut etre integrables, ee qu’on effectiiera en doimniit it (p des vuloiiifl 
pr"i.'« i M cIT.t. Dans Ic cas present, oft P-cos.O ot « = sin. 0 . |/a ni,,. tf, a,.™ 

CX . 

We'da. 0 “ ^ ^ COS. gjj 

a 

dOdd'aTb ^ ^ 9>-~n em. 0 sin. ^ j 


expr..>iions qiii, par quelques re'duetions 


assez connues, se laissonfc transformer iUiihi 


JO - 2 sill. ,! + (« + 1) Bin, (^ + 2fl) _ („ _ 1) Bi„, (,p _ 2 0), 
ID =■ •- COB. y -p („ + 1) eos. + 


integraWes, en mettant v- 


P-inc Ics .ieinr „,„r.In„„eos .IWe ilZ cln sorto qn’oi, anrn sans 

dvrTvivut.-. ^ > a tf efc A peuvont recovoir nnc iivfimtc do valmirp 


quorum altero vror^ns momorabilia in 

..... srz :z 

1 ) b. Kt i.Kni Comnientatio 590 findicis Pwi-c ^ 

^ I^NESTaoEMiANr); vide p. 78 . 


A. K, 
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mavi praeter drculmn nnllas alias dari curvas ahjehraicaa, quarum lonaitudo cui- 
piam ama cmulan met aequalis. Voritatom equidem hormn theoremafcum 
gmv^nnis Tationibus confivmare .uai a„„isu«; interi.a tamon fa“i 

.ort;adi:tzr“^ 


fpHn,!’ intelligitur toium hoc nogotium felicissimo successu con- 

feckim in, si sequeus probleina resolvere licerot: 

Proposita formula di/ferentiali quacunque Tdv, uU V sit functio quaecunque 
data algebrawa ^psms v, mvcnire pro Unis coordinatis x et y einmmdi funotiones 
cilgehratcas ip&itis v, ut inch evadat 4- = Ydv 

'IMm onira intograla fVdv utiquo oxprimorot longitudinom ciirvao ciuua- 

rhoctXon quibuenani caai- 

^ piobloina V0l nullam plane aolutionem adniitterefc, quomaclmodum 

nnicam lantuin soliitionom, ^ voluti casii 

vol deuique, qulbusnam casibus 

00 piobloina imiumerabilGs solutionos reciperG possot, qnemadmoduin 

, N . . > (^^~c^vV{{.-yvv), quaiidoqmdGm oms intogralo 

a^ippo ocordinafcae sunt . 


Anto aiitoni qaam lioc piobleina ijai’iicnlare suscipiain, duplicGiii inotho- 

generalG traoteri convoiiiak Ac primo quideni 

pioposiia aGqiiatioiiG 

y(Bx^ + dif) ^ Vdv 


<* t,j- - - 


Vdvyys— u) 


fiant mtegrabiles; quoniam enim inde fit dof -f 8,f = r^dv\ quaoationi foret 
sa 18 actum. Yol otiam quaeratur oiusmodi augulus ,p, qui rationem alge- 
biaioani tenoat ad variabilem v, ita ut ambae istae formulae FPw sin, m ot 
Vov cos. (p evadant integrabileS; qnoniam liinc iio^-et 

x=fr8vam.(p et y =f V0v oos. cp. 

bKONiiAHDx Euj.iwi Opera omnia Ii8 Gommcntationcs walyticae 20 
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no- 


1 t^uamlo autem hoc tentamen nollo moclo sticcGclii;, dispiciJilair, niriini 
fnvnnila ))ropt)sita VBv ad hihiismodi formam rediici queat dvy{.P'^‘\- 
tu!n enini statim haberetur soktio x^JPdv et ai iiiodo linn 

bnamlac essont integvabiles. At vero multo generalhis soliitionoin tniitiM;o 
ritatuoildo 

dx _ :py{A-^U)-q-/{B~XI ^, 
dv y{A-VB) 

?I == BV{B~U)-Vqy {A + V) 

CV y{A-\-B) 

iil'i t'.tiun ncgotiiim oo redit, ut pro U eiusinodi functio ipsiiis v inv.iHtiKi'l'"'-. 
.pia istaf! (limo formulae iiitegrabiles reddantar, Vel otiaiii aitnplicvinn i-ciH 

.•.'d,g. potent ad inventionem cuiuspiam anguli ,p, ut istao ambuo l-urinubu, 

I ! i s.<‘grat K)i\om adinittant 

dx = dv(P sin, <p+Q cos. (p), 

% = ^a(jPcos.y— (3sin.y), 

■iijuidcrn hinc prodibit 

Sx ' + dy ' =, dv \ P^ -p 

l't-'nninftr,'ti comparatas, ut, si oaa lul fonmiluH 

appbcaic velmus, aqua nobis plerumquo haoroafc. 


-■ His igiturpraemissis problema, cuius solntionom pollicenrar, a. 


aggrodinimir. 


problema 


Jf’xMtm aprimere Ikeat sheZmdlTh^^-’ ^gitndinem per arom 

' ' coordinaiis to d y fiat 

Mif c^,d,„aUic X el. y pyodeant fmtcHones algehraicae ipsius v. 

SOLTJTIO 
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Problema autem .o^trmn postulat, „t innumeras alias eiusmild^aa^„^ 
vesfagemuB, auarum OBgatudo pari formula exprimatur; sequamur igijfl 
mulam priorem § 4 traclitam, unde pro praesenti casu erit 

]/ (A -|- 7 j ) ^ , 

quas ambao formulae infinitis modis integrabiles reddi possunt, primo scili- 
cet si statuamus 17=,;, deindo vero etiam, si fuorit 17= /,, pio 

sirnili modo SI smnatur 17=/, vel 17=/, yel in genere 17=/, si mL 
exponens ^ fuerit integer positivus. 

EVOLUTIO OASUS QUO 17= , 

7, Hio igitur totum negotium redit ad integrationom talium duarum 
iorniula,ruin 

^fdv y (a -f- I3v) efc J vc>vy(a 

Statuamus igitur 

eritque V(« + ^ t 

,=»-“ et = 

hiuc ergo pro formula priore fiot 


pro altera vero formula orit 


0vy(a + /Sv)=~, 


vdvV{a + Pv)=='^i‘^(U-a), 


quocirca iutegraiido oliciemus 


et 


1 /n,. n- 

11 


sive 
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8. ^uiic igitur tantum superest, ut formulae supra exliibitae iuxfa Jms 
rogiiias oxpeLliaiitur, quae ifca se habebunt 


1. f8vy(A + v)^l(A + vf, 

2 . f8vV(B-v)=.-l(B~vf, 

3. fv8vV(A + 

4. fvSv V(B -v)==-l(B- v)\zv + 2B). 


His igitur viiloribus substitutis ambae coordinatae 


pressao 


ot 


a) Gh ^ ita roporioni.ur ox- 


re y(A + B) - + I (A + ®) V i, (ij _ 


Wlom a algebmico exp.;;;;;;:;;;: 7 ^ varia- 

coordinatae assignare licet Sin aim ^ qimutitatoe v.triaa,,uo 

c^'lclos molestiLmos iulrel. ! 1 T 1“ ?' ”> 

:c ct y inde resLiltans ad plurima’s di,; ®^tucabiles, aiquo noquatio iiitor 
a'iud esaet praestatnl 1 

oportet, assignare valeamus. Caeterum oiirvas roforri 

f ^ '‘““t introduotae, evidena eat ““ qaantitatos arbitrariiw; 

■" liao sola aolutione oontineri, ““™erabilea lineas curvas divoraaa 


— yj ut jj 


II 


rci venieruus 


exemplo illustremus, ponaimis 
lomulas concinnioi-Gs 


^-hy^ + ~^(l~vf(3v + 2) 
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Quodsi hie loeo et f y scribamus Z et F, quandoquidem hoc mode natura 

cuiTae non mutatur, turn voro oliminemus torminum (1 _ peryenietur ad 
hanc aequationom ^ ^ 

f)Z -I- r(3v + 2) = (25 + 6» + 9vv)v Vv, 

quae aequatio denuo quadrari deberet ad ratlonalem efficiendam; turn vero 
litteia V ascousura essot ad potostatem septimam, undo corte nemo deter- 
minationem hums httorae auscipiet. 

EVOLUTIO 0A8US QUO )/,; 
n. Hic igitiir occLUTent binao sequentes formulae integraiulae 

j0v/(a + ^Vv) et JvgvV(ct + /3Vv), 

qnaa mox patobit itidem esse integrahiles. Si eniin poiiatiir 

V(a + ^yv)^.(, 


ei’it 

consoquenter 


Vv 


it — K 


1 ’ 


V ^ ergo dv 

PP /3/3 






fdv ]/(« + 


Pio altera autom formula habemus 


unde colligitur 


’ 


fvdv Vfcc + SVv) -= j 

\ r Hr J 3^“ * 

Haeo autem formula iam nimis est complicata, quam ut operae pretium foret 
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loco t eius valorem restituere; multo minus deinceps quisquam laborem esset 
suscepturus istas formulas integrales ad valores coordiuaiamm x Qi y trans- 
fer endi. 


12. Hie igitur nobis sufficiet ostendisse etiani hoc casii curvas prodituras 
esse algebraicas, quod iam porro sponte olucebit pro sequentibus casibus 

in genere quo casii po sit o ]/(«-[-/? ^ 

erit Vv = — ideoque v = (^-) , ita ut v sit functio rationalis Integra 
ipsius t, dummodo exponens i fuerit positivus et integer, Integratio igitur 
istarum formularum semper erit in potestate; quocirca etiam onnies isti casus 
peipetuo valoies algebraicos pro coordinatis x Qt y suppeditabunt. 


SUBUTIU PJillt ANHULOS IHSTITUENDA 

13. Htemur hic posterioribus formulis § 4 traditis, ubiobP=l et 0=^v 
nabebimus 

sm. vdv cos. (p et dy =- dv cos. cp — vdv sin. <p, 

Hic scilicet reqmntur, ut eiusmodi angulus tp exploretur, quo istae formulae 
evadant mtegrabiles Hoc faoillime praestabitur stataondo ^ = ut dt 
ov = do cos, 6, quo facto erit 


et 

Est vero 


S<c = do cos. 0 Bin. (p + 80 sin. 0 cos. 0 cos. <p 
Sy ■= 80 oos. 0 ooa, tp ~ 80 sin, 0 cos. 0 sin. ip . 

sin. 0 oos. 0-=-~ sin. 2fl, 

8in.j) cos. ? = I sin. (j, + j) + 1 sin. (> _ j), 

sin.j,sin.j = |cos.(2,-ff)_leo3.C2,-|-ff), 
cos.poos.2=icos.(y + y)+|eo3.(^,-2). 

His igitur reductionibus in subsidium vocatis reperiemus 

{ sin. (, + ,) + 1 sin. (,p - .) + i sin. (20 + 1,) + |sin. (2^ - ,p), 
2 cos. (g, - fl) + - cos. (y + «) _ i 003. (20 oos. (20 + ,p). 


cx 

Je 

Sy 

dO 
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^ 14. lam vero eviclens est singulas has partes integrationem esse ad- 

missuras, si mode anguli et d rationem inter se teneant rationalem Sit 
igitur cj, - Xd existente A numero quocunque, sive integro sive fracto sive 
positive sive negative; quin etiam generalius statui potent <p=^xe + a quo 
facto liabebimiis ^ j 4 

10 ~ + “J + 2 sin, [(A — 1)0 + a] 

+ i: [(^ + 2)0 + a] - i sin. [(A - 2)d + «], 

11 “ i [(-^ — 1)^ -I- «] + 1 cos. [(A + l)d + a] 

- i cos. [(A - 2)0 + a] + .1 003 . [(A + 2)0 + «]; 

turn autom integratio nobis praebebit istas expressiones 


= cos.[(H-2)0 + «l , cos.r(A- 2)0 + cl 

2(A+i) 2 (a-i) ■■^--T(r:r2T- + — 

)/ = + sin.[(X-S)ff-l-al sm.[(A + 2)fl + Kl 

2(A-i) ^ 2(A+i) ■ i:(rr2) — + —T(a+'^ ' 


quao formulae semper ergo erunt algebraicae, 

A = + 2. 


nisi fuerit vel A = + l vel 


15. Oonsideromus casum, quo A = et a = 0, ac reperietur 

ai = cos. jo- jcos.jO- i- cos, j 0 
et 

y ~ sin. j 0 + I sin. j 0 + ^ sin. 1 0. 

Porro cum sit 

• 1 3 

sm. jO^ sin. -- 0 cos . 0 — cos. j 0 sin, 0, 
cos. 2 ' ^ ^ ^ ^ cos. 0 -f- sin. 6 sin. 0, 

sin. g- <9 = sin. ~ 0 cos. 0 + cos, ~ 0 sin. 0^ 
cos. J 0 = cos. J 0 cos. 6 — sin, | Q sin. 6, 
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his valor ihiis substitutis habebimus 
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vt 


it: — cos . 0 cos. 0 -f sin. -- 6 sin. 6 — i cos. | 0 
y = sill, y 0 cos. 6 — ^ cos. 1 0 .sin. 0 + i sin. n. 


interim tiimeii et hie calculo satis taedioso foret opus, 
inter ;/; efc y elicere vellemns. 


si hiiic aequationoin 


nine panter lunumeiubiles iiiyeniri linoas ciirvas proble- 

■m'ten, ‘ ^ infinitum variai -0 licet. Utrum 

est altioT’Tnd^''- “ cliversae neciie, quaestio 

, ; “ prion enim methodo variae solutionos doduotao sunt 

ex vaiiis formulis radicalibus Vv, fv, fv dum in nna+m.im' n 

7 “«"'«"«■ ’«* .xsr“:,z 


ADHUC ALIA SOLDTIO EIUSDEM PROBLEMATIS 

17. Ponainus liic statim « ain fi ^ c n 

sin. <9, ut formula nostra adimplonda sit 

V{dx d“ cos. -L qBi /99\ 

r [I sm. 6)^dQ cos. Q /(cos. + 2 sin. 0'^). 

n siu.^ eMstente dv^dO goh.O et mmc 


Faciamiis P = cos. eetQ^ sin. 0.1/2 = «, si 


§ 4 habebimus 


dx 


et 


^Ocos. O ^ cp -f- n sin. 6 cos. 




dy 


0 0 cos. 0 ^ 60S. (p ~~ n sin. 0 sin. cp , 

in cos. 0 duotae ob 


cos.^i' = -ij 1 


2 et sin. 6/ cos. 5 = i- fii 


sin. 26 



68-6 9] QUABUM LONGIT UD INEM PE B A ROU S PABABOUCOS_METIBI UCET 161 
abeunfc in istas 

2dcc 

Yq = sni. (p -f cos., 2^ sin, (p n sin. 2<9 cos. w 
et 

2dy 

Yq' = cos. (p + cos. 2^ cos. (p — n sin. 26/ sin. f/>, 
hae autom porro ob 

cos, sill. (/) = J Siu. (ip -I- 20) + ^ sin. (,/> — 20} 
et 

Bin. 20 cos. <p = I sill, ((p + 2S) — 1 sin. (cp — 20), 

COS.20 cos. (p -= I cos. {(p -I- 20) + co.s. {,p — 20) 

et 

sin. 20 .sin, ,p = cos. {cp — 20 ) — i cos. {tp + 20) 
transforinabuntnr in seqiiontos 


IT “ ^ V + (« -I- 1) ('/> + -- (re — 1) sin, {tp — 20) 

ofc 

2 cos. (p + [n -p 1) cos. [(p -f. 26/) — (jx — 1) cos. (y — 26/) . 


18. Nunc ambao istao formulae sponto intograbilos recldoiitur , si modo 
statnatur (p = a -|- X0\ turn enim pro ooordiiiatis curvao quaGsitao habebimus 

ico = - cos. (« -1- XO) - 'l±\ cos. (« + (A -I- 2)0) + cos. (« + (X - 2)9), 

= + jsin. (a -|- XO) + -Jj--. sin. (« + (A + 2)0) — sin. (« + (A — 2)0). 

Ilao igitur ambao formulae erunt algebraicae, cluramodo no sit vol yl = 2 vel 
A = 2; reliqiiis casibus omnibus, quibus A ost nunierus ratioiialis, sivo in- 

teger sivo fractus, curva prodibit algebraica. 

LKonnAUiJi Rur.Kiir Opova omnia 1 21 Oommontationoa aimlyticao 
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19. Hie ergo sine dubio casus eliciefcur simplicissimus, si capiatur A = 1 
efc K = 0; turn enini liabebinius 

4a; = — {n + 1) cos. 0 — cos. ^0 

6 

et 


4^ = _ {^n — 3) sin. 0 + - t- sin. W, 

u 


ubi litteram n scripsimus loco ]/2, 


20, Ad has lormulas tractandas ponamus tang. 


nerque 


sin. 0 ~ 


t 1 

n; — et cos. = — — — , 


turn rero erit tang.30 = ^-’, unde fit 


et cos.3^).= ±^ 
(l -p 


(1 + ^i!)^ 

quibus valoribus substitutis reperiemus 


ideoque 


— 4a; = + (» + l) , + __ 4(« d- 1) 


(«+l) 


et y = 




3(1 + # - 3 

Dividatur posterior aequatio per priorem et prodibit 

; ± ' , liquet, si vellemus quantitatein t eliminare, aequatiouem 

fnrm.ilT diinensioues esse adscensuram. Suffleiat igitiir tres 

f singulae innumerabiles curvas algebraicas 

aeoLtui' ^** Possunt ita ut iu omnibus longitude arcus curvae Cy{8x^ + dtf) 
aequetiu arcui parabolico J^dvy(l vv), * . ^ ^ 



DE INNUMEEIS OURVIS ALGEBRAICIS 
QUARUM LONQRJ'UDINEAi; 

PER ARCUS ELLIPTICOS METIRI LICET 


Convont. oxlul>. die 10 Iiiiiii 1770 

Oonnnontatio Gfl9 indicis Enhstuoumiani 
Nova acta acadoiniao gciontianiin P o tro poll tun ao fi (1787), 1789, p. 71 — 85 
Buinmarium ibidem p. 07—09 


SUMMAMUM 

Apres avoir rdussi si bion, dans lo Mdinoiro prdeddout, a trouvor mw ijiiiiutd do coui’bos 
algdbriques doni la longncui' pflt fitro inosni'cc x)fir dos arcs piiraboliciucis, il dtoit tout 
iiaturcl d’essayor aussi Ics arcs ollipticpios. Tout rovonoit a ti'ouvur jiour Tabsoisso a; ot 
rordonudo y des fonciions do v tollos quo 

V(Sx’ -I- Sf) =. 

]/(l — w) 

formulo qui oxprimo uu arc oiliptiquo dont TabscisHo est v ot l’ordoinid(! uY{l — vv), 

L’Autoiir donno do co problbmu, oomiuo do ooliii du Mdtnoiro jirdcddoiit, trois solutions 
dilTdrontos, qui munout cbaoimo a nno infiiiitd do coiirbos algdbriquos inosurablos par dos 
arcs elliptiques. Nous allons oiicoro prdsentor an Icotoiir Tosprit. do la troifiiumo, oonimtj 
do la plus courto, 

Soit w = sill, (p, do fa^oii quo 

y{d(G^ dy"^) == dfp ]/[ 1 -[- {nn — 1) sin. qj-j ■=. pip ■j/(l. + sin. fp^). 

A cotto dquation satisfont los valours 

'dx =-> dip iiOfi.Xip — mdrp sin. (p sin. X(p, 
vy == dip .sin. Xip -|- ^ndip sin. ip cos. lip, 

'll’* 
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qiii peiivent aiissi efcre represeutees ainsi 

dx = Y^(p[2 cos. ^{p ~ m cos. (A — l)g? -{- m cob. (A I)??], 

Cl/ = [2 sin. Aqo -}- sin. (A -f l)fp — m sin. (.1 — 

(lout les iiitegrales fournisseiit les abscisses et ordoninies (I’niie infinite^ cle conrbes algebri- 
cpics qui satisfont a la condition du probleme. 

M. EULEii observe qne, qnoique le nombre des solutions qu’il a douneos des pro- 
blcnies qui font le sujet des deux derniers inemoires soit infini, on ne sauroit soiitenir qiic 
CCS formnles epuisciit toutes les solutions possibles. L’ Antoni' avoit essay d anssi pins d'luic 
fois de cliercber des conrbes algebriques qui pussent ctre mesnres par des portions d'liyper- 
bole, mais il n’en a jamais pu trouver nne seule. Cependant ii n’oseroit soutenir qu’il n’y 
eu eut pas, comrae il avoit fait avec assurance a I’egavd du corclo; et il invite les geometres, 
a la fin de son Meinbire, ii s occuper dun sujet d'analyse qui 2 Jn,roit jiromettre une riclie 
recolte de v(irites nouvelles et iut( 3 ressautes. 


1. Pio ellipsi, cuius singuli arcus nobis mensurani ciirvaruin quaesitarum 
suppeditare debeiit, sit abscissa =v, applicata vero =^nV{l~~vv), unde ele- 

meutum arcus colligitur quainobroni sequens nobis fn’o- 

positum sit probleina. 




Pro coordinahs a; et y emsmodi ftinctmies algebrakas ipsius v investiqare, 
ut fiat 

y{dx^ -f dy^) = ^^V['^ + (nn~-l)vv\ ^ 
y{i~vv) 


SOLTJTIO 


1 • foimulae y{dx -ydy) formain praescriptam conciliemus, quoniam 

(lenomanutor \/{l-vv) duos liabet factores ]/(! + «) et /(!-«), statuamus 


By 


{p~~a)dv 


d{& »= 

1/2(1 
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hinc autem fiet 

+ dif) = + , 

yii —vv) 

unde patet pro ^ ofc ^ einsmodi quauUtates qnaeri deb ere j nb prodeat 

+ <Z!Z — ^pq.v = 1 + {nn — l)vv. 

3. Ante omnia an tern liic evidens est, si mo do pro libber is jj eb </ fnnc- 
tiones rationales integrao ipsius v assignari qiieanb, ambas formulas pro dx 
et dy assinntas semper integrationem esse admissnras, proptGi;ea quod ambae 
istae formulae 

v'dv , v^dv 

ol3 . 

l/(n-t.) 1/(1- «) 

semper sinib integrabiles, si modo exponens i fnorib intoger posibivus. Ad 
hoc igitiir negobiinn absolvendum sequenbes casus ovolvamiis. 


L OASUS QUO p^l ET 

L Hie igibur erib 

PP -|- qq = 1 d- aavv et ''Zpqv = 2avVj 
quamobrem eflici oportob 

1 -f — 2cwv == 1 **}- {yin — ■ 'V)vVf 

unde pateb sumi debore « == 1 -|- iba iib nostra elemoiiba hoc casu fiant 

^ ef, ^ [l-(n + l)t>]8u 

•|/2(ld-iy) ' ^ y2(X~v) ' 

ubi integralibus sumbis reporibtir 


X = I [1 - 2« + (« -I- 1)»] '1/2(1 -I- v) 
et 

y = 1 [2« — 1 d- (fli d- y2(l — v). 
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5. Ut hinc quantitatein v olimineinus, addamus ambo quadrata et ob- 
tinebimus 

9 pj) _ ^2^ __ _ l)ti«j, 

ex qua aequafcione v facile per a; et 2 / detenmuatur; inde enim fit 

3(w^^~l) 4(«w — 1) 

Quo iani huuc valorem loco vv facilius substituere queamus, sumamus pro- 
ductum nostrarum formularum 

^ - [(« + Ifvv - ( 2 « - 1 )>] |/(1 - vv), 

quae aeqiiatio si quadretur, ubique taiituin pares dimensiones ipsius v occur- 
rent ac loco vv valore substituto aequatio inter x Qi y ad sex turn ordinem 
asceudet. 

n. CASUS QUO = 1 4- I3vv BT q ^ av 

6. Hie ergo erit 

-{- Q'ff = 1 + («« 2^)vv + 

et 

2i)qv = 2atJV + 2ciPv‘\ 
unde conditio adimplenda erit 

! + («« + 2/5 - 2a)vv + (/5/5 - 2a(3y = 1 + {nn ~~ l)vv. 

Hie igitur ante omnia esse oportet 

/?/? — 2«/? = 0 ideoque /? = 2« 
atque nunc siiperest, nt fiat 


sicque capi debet 


«« -}- 2/5 — 2a — cca 2a ~ nn — 1, 

a^n~l et /5 = 2(ji — 1). 
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7. Pro curva igitur clefinieiicla habebimus 

j:; = 1 -1- 2 {n — V)vv et <7 = [n — l)v 

sicque nunc eriti 

0 ^ = i)?±2(!L-i)« 0, ot d,j = 0^ 

1/2(1 y2{l~v) 

qiiaruni integratio nulla amplius laborat difficultate, undo lioc labore merito 
supersedemus. 


IIL CASUS QUO p^l-\~ pvv ET q = + yv^ 

8. Hie igitur erit 

PP + (Z<Z = 1 + («« -]- 2j3)vv H- (/?/? + 2ay)v‘^ -f yyv^ 
et 

pg = av “|- («/? + y)v^ -b 

unde conficitur 

PP + !?(/“ 2^7^ 

= 1 -|- (aa “b 2/? — 2a)vv — 2ff/3 ~ 2y)y + {yy — 

quae quantitas aequari debet 1 + — '\)vv. Hie igitur primo potestas 

tolli debet, quod lit ponondo 


yy — 2/?j^ = 0 ideoque y = 2^] 
deinde vero etiaiii ])otostatem qiiartam tolli oportet, undo flt 

(3(3 2ay — 2ct(3 — 2;^ = 0 sive (3(3 -b — 4 ^ = 0 

ideoque 


(3 = 4: — ■ 2« et ^ = 8 ~ 4a. 


lam vero coeffleiens ipsius vv erit 

aa-\-2(3 — 2a = aa + 8 — 6a, 

quern aequari oportet ipai nn — 1, unde colligitur a — 3 = w sive 


turn vero 


a = n 3, 

/? == — 2(n + 1) Gt y = — 4:[n -b 1). 
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5 . Ut liinc quantitatein v eliminemus, addamus ambo quadrata et ob- 
tiiiebimus 

9 — ^{nn — 1)^;?;, 

ex qua aequatione v facile per a; et y determiuatur; inde enim lit 

__ i3(a;a; + yy) ^ 

3(M?i — 1) 4(»»— 1) 

Quo iam liuuc valorem loco vv facilius substituere queamus, sumamns pro- 
ductum nostrarum formularum 

= [(w + Vfvv — ( 2 w ■— l)^]y(l “ vv), 

quae aequatio si quadretur, ubique tan turn pares dimonsiones ip sins v occur- 
rent ac loco vv valore substitute aequatio inter a; et y ad sextum ordinem 
ascendet. 


11. OASUS QUO ET q^av 

6 . Hie ergo erit 

+ {/O' = 1 -f (ao! -{- 2^)vv + (S^v^ 
et 

2pqv = 2avv + 
unde conditio adimplenda erit 

1 + («« + 2 /? — 2a)vv -f (/?/3 — 2 a/ 3 )«;^ = 1 4 . — l)vv. 

Hie igitur ante omnia esse oportet 

/3/? — 2«/3^0 ideoqiie (3 = 2a 
atque nunc superest, ut fiat 


a« + 2/3 — 2« = «a 4" 2« = nn — 1, 


a:=n~l et /3 === 2{n — 1 ). 


sicque capi debet 
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7. Pro curva igitur dofinienda habebimns 

p -\~2[n~-l)vv et ^ = — 

sicque nunc eiit 

= L±(?L- 1)« g, et Sy = -.Dl g^ 
1 / 2 ( 1 +*) ■' 1 / 2 ( 1 -*) 

quariim integratio nulla amplius laborat difficnitate, unde hoc labore merito 
supersedemus. 

Ill, CASUS QUO ^ = 14- fivv ET av ~\- yv^ 

8. Hie igitur er*it 

pp qq===l-\-{aa -\- 2/3)«;y + (/3/3 yyv^ 

et 

pq =- av -h (a/? + y)v^ + ^yv^, 

unde conficitur 

PP + M “ '^Pd^ 

= 1 + (aa 2/7 — 2a)vv -\~ (/3/7 -|- 2ay — 2a/? — 2y)v^ + {fY — 2^y)v^, 

quae quantitas aequari debot 1 -j- (iin — '\)‘vv. Hie igitur primo potestas 
tolli debet, quod fit ponondo 


yy — 2Py = 0 ideoque y = 2/?; 
deinde vero etiain potostatem quartam tolli oportot, unde lit 

ftp-\~2ay — 2a/? — 2^ == 0 sive /?/?-|-2a/? — 4/? = 0 

ideoque 


/? = 4 — ■2a et ^ = 8 — 4a. 
lam vero coefliciens ipsius vv erit 

aa + 2/? — 2a == aa + 8 — 6a, 

quern aequari oportet ip si nn — 1, unde colligitur a — ?> = n sive 


turn vero 


a = 4" 3, 

/? = — 2(w 1) et ^ — 4(w 4" !)• 
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9. His igitur valoribus inventis nostrae formulae integrandae erunt 


et 


_ 1 + 0^ + d)v—2(n~\- l)vv — 4(tt+ 1)^^ fl 
1 / 2 ( 1 +!)) 

1 ~(?i -f 3)v — ' 2(« + l)vu + 4(n-f- a 


c[uaruni integratioui itenim non immorabimur. Unicum tantum aclhuc talem 
casum attingamus. 


IY 4 CASUS QUO p = \ ^vv “{“ d' ET q = av -j- 
10 . Hie igitur erit 

VP + = 1 + («« + H- (/?/? H- 2cy -b 2ayy + (2/?d + yy^ + ddv^ 

et 

pq^av^ («/? + yy + {ad + ^y)v^ + ydv\ 
ex quibus conficitur formula 

PP + 22 — "^Pqv = 1 -b («cc -I- 2/? ~ ^a)vv +(/?/? + 2 + 2 — 2 a/5 — 2yy 
-b (r/ + 2/5(J - 2 aci‘ — 2Pyy + (dd - ^ydy\ 

quae formula cum aequari debeat huic l~\-{nn~ l)vv, primo tollatur potestas 
octava, uncle fit 

dd — 2^(1 = 0 ideoque d = 2y. 

lam potestas sexta afficitur hac forma 

yy -b 2/5d - 2ad ~~ 2l3y = yyi~ 2(3y ~~ Aay, 
quae nibilo aequata praebet 

= 4« _ 2/5 Mneque d = 8 a — 4 / 5 . 

Porro autem potestatis quartae coefficiens est 

/J/3 + 28^ + 2 d - 2„;3 _ 2 ^ _ ^ 
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quae aequatio divisa pev /5 — 2« praebet ^6/ — 4a — 4, ita ut pro (3 geminos 
nanciscainiu’ valores, altorimi (3 = 2a, alterunri vero /if — 4a-}~^> quorum 
utrumqiie seorsim evolvamus. 

11. Sit igitnr (3 = 2a oritque ^ = 0 ot ^ = 0, quo ergo casu res ad 
casum secundum revolvitur. Sit igitur 


et nunc liot 


(3 = 4a 4 

Y = — 4(a 2) et S =* — 8^a -|- 2), 


Yeriim hinc fiet potestatis coefficions aaH-2/? — 2a ipsi nn — 1 aeqnandiis, 
unde fit a 3 = n sivo 

a~n — ’3, 

bincque porro fiot 

/? = 4(7j — 2), j. = -4(7i — 1) et (l = -8(^j~l), 
ex quibus ergo conficitur 

= 1 -|- 4(n — 2)vv — 8(?i — 1)^;'^ ot {ii — 3)v — 4(^^ — l)v‘’, 
undo tandem colligitnr 

„i, 

quern intogrationis labor em suscipore forot superfluura. 


DIGIIKSSIO PItO CASU n^±l 

12, Ex evolution e casniim suporiorum inanifestum est curvas continuo 
ad altiores gradns ascendero; Iiinc aiitom perpotuo excipi oportet casum, 
quo foret n = + 1, quandoquidem arcus ollipticus abiret in 




dv 


yp —vv) 

y(i vv) ' arcum circularem. Cum igitur praetor circulum nullae 

aliae dentur tales ciirvae^), nocesse est, ut ciirvae, ad quos casus praecedentes 
nos deducimt, quando fnerit w = + 1 , circulum exliibeant. 


l) Vido notam p. 83. A, K. 

Leonuahdi EuiiUni Optra omnia 1 21 Commentationos analyticao 


22 



DE INNUMERIS CURVIS ALGEBRAIOIS 


13. Pro casLi autem primo, abi integralia iara evolvimus, qiiando fit 
^^ = ±1 uleoqiie aeqiiatio penultima abit in hanc 

j(a;a; + 2/2/) = (2w — l)^ 

lioc est^ aeqiiabifcni vel = 1 vel = 9, ifca nfc iitroquo casu curva manifesto sit 
circulus, cam tamen pro ahis omnibus valoribus ipsius n aeqnatio ad sextum 
ordineni assnrgore sit observata. 


14. Pro casu secnndo faciamus primo = -f- l eritque 


dx = et By 


luide integrando Ht 


1/2(1 +v) 


1/2(1 -«)’ 


0? — 1/2(1 -f^^) et y = — 1/2(1 — vjf 
ex qnibns manifesto colli git ur 

rra; + 2/1/ 4, 

quae ntiquo est aeqnatio ad circulum. 

Sin autem snraamus ^ reperitur 

1^2(1 +») 1/3(1-®) ’ 

bino autem cimilum eiiasoi sequenti mode faoillime ostendetur. 


15. Huuc in finem statuatur 


V = cos. 2(p 

1/2(1 + v) = 2 cos. (p similique mode 
^/2(1 ~ v) =. 2 sm. cp. Ergo pro priore formula erit 

dv no • 

,, iTiRT^) 

alter vero factor fiet 

= 1 >- 2 cos, 2(p — 4 cos. 29® = — 1 — 2 cos. 2(p~2 cos. Acp, 
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quamobrem habebmius 

Bx = 2B(p sin. (p{l + 2 cos. 2(p -[- 2 cos. 493) . 

Constat autein esse 

2 sin. (p cos. 2(p = sin. S(p — sin. (p et 2 sin. (p cos. 4(p = sin. bcp — sin. 3f/?, 
qiiibus snbstitutis obbinebitiir dx^2B(p Hm.6(p, ciiins integvale est 

a; = ^ cos. Offl. 

l) 

Simili inoclo pro altera formula prodit 

— r —2d(p cos. (p, 

y2(i-v) 

alter vero factor erit 


==== 1 ~1- 2 cos. 2(p — 4 cos. 2(p'^ = — 14-2 cos. 2(p — 2 cos. 4r/) 

sicque liet 

By = 2B(p cos. (p{l — 2 cos. 2(p -}- 2 cos. dfp). 

Constat autem esse 

2 cos. (p cos. 2(p = cos. 3f/) -\- cos. (p et 2 cos. (p cos. A(p = cos. Sfp -\- cos, Q(p, 
quocirca proveniet By =^2B(p cofi.5(p, idooque 

y =. j sill. Bf/i; 

consequenter hie casus nobis suppeclitab 


quae iterum manifesto est aequatio ad circnluin. 


16. Tractemns simili modo casum tertium ponondo primo n = -j- 1 et 
habebimus 


« 1 + d-y — -ItJw — 8u” « 

Bx = — ^ 7--“;— Bd 

ya(i -hv) 


, „ l — lv — 4:VV-\-8v^ « 


22 * 
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Statuanuis iterum ?; = cos. 2f/) fietqiie 

dx = — 2d(p sin. (p{l -f 4 co8,2 cp — 4 cos. 2(p^~S cos, 2(p^) 
ot ^ ^ 

dy== — 2d(p C08.</)(1 ~4 cos.2r/) — 4 cos.2f/ -|- 8 cos.2f/), 
ubi iiotetur esse 

4cos.2f/ = 2 + 2cos.4f/) et 8 cos.2f/ 6 cos.2f/) -f- 2 cos.Gr/), 
uiide haljebimiis 


dx = 2d<i, sin. (p{l + 2 cos. 2(p + 2 cos. 4m + 2 cos. Gen) 
et ‘ ^ 

dy = 2dip cos. (p{i ~ 2 cos. 2fy) -{- 2 cos. 4f/) ~ 2 cos.Qcp). 

Qnocl.si iam has rednetiones nlterius prosequanmr, nanciscomiu' tandem 

dx = 2d(p sin. 7 (p ideoque a; == — y cos. l(p 

eodemqiie modo 


%~2^(jpcos.7f/), ergo ?/ -= y sin.7f/), 
unde iterum colligitui* 


ideoque pro circulo. 


XX 


49 


17. Si pro eodein casu tertio ponatur liet 

dx = _1 1 — 2i> 

Statuamus igitur v = cos. 2^ eritque 

V'2(l + „) = 2cos.f/> et l/2(l-i,)„2sin. 

dv^~ 2d(p sin. 2(p\ 


ot 


9 
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quumobrem habebitur 

~ sin. 2 f/; = — 2d(p sin. (p(l -f- 2 cos. 2 (/)) 

ot 

dy ^ sin. 2 (/) ----- — 2dcp cos. f/)(l. — 2 cos. 2 (/j), 

quae forinulao porro reclucuntui’ ad has 

{)x — 2d(p sin. 3f/} et dy = — 2d<p cos. 3 7 ; 

liincqne integraiido liefc 

2 2 . 

(V = — cos. 3f/> ot y = — - .sin. 3(/q 

uncle colligitur 

+ yy ^ — , 

quae est aeqnatio pro circulo, cuius radius - 

18, Quodsi quis simili inodo casuiii quartnni ovolvoro voluorifc ponGiido 
give <)%=> sivo « = — 1 , itidem roperiet curvas salisfacioutpes pariter ad 
circuluru reduci. Hinc igitur ansani arripiinus ]}robleina nosbrnm alio niodo 
rosolvendi, diiin scilicet in formulam, qua arcus curvao oxprimi debnt, statim 
sinum cosinumvo cuiuspiam auguli intro duccunus, 

ALIA P.ROBLLMATIS SOLUTIO LX CA.LCUI.0 ANGTJLORUAl PLL^rrA 

19. Cum filomentum arcus curvarum qiiaositaruin deboat esse 

pis == i)v v] 

y{l — vv) 

ponainus statim v = sin. c/q ut fiat oritquo 


ds = d(py{cQs. r/ -|- nn sin. cp®), 
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unde statim luanifestuin est capi posse 
dx = d(pcos.(p et 


unde fit 


dy = ndcp sin. c/3, 


X ^ sin. cp et y ^ — n cos. <p 
ideoque nx = n sin. (p, unde colligitur 

7inxx + 2/2/ = nn, 

cpme est ipsa aequatio pro ellipsi, cuius arcus mensuram reliquaruni 
varum constituere debent. 


cur- 


20. Ex hac autem solutione infinitas alias curvas quaesito pariter satis- 
facientes derivare possumus ponendo 


et 

sic euim evadet 


dx = d(p cos, (p cos. CO — nd(p sin. cp sin. co 
dy = d(p cos. (p sin.co -f ndcp sin. cp cos. co; 


dx^ -f dy^ = d(p^ cos. cp^ -j- nndcp^ sin. (p^ = ds^. 


Taufcura igitur superest, ut istae duae formulae differentiales integrabiles recl- 
dautiu, quod manifesto in genere eveniet suniendo co = Ac/); turn enim per 
reductioues satis cognitas nanciscemur 


J(p ~ + 1) (^ + l)y — {n ~ 1) cos. (A — l)(p 

et 

2 by . , . 

— = ^ q- ^ — -yy^ 

atque hinc integrando impetrabimus 


xXi — 1 ) Vf 

~ 21/ = cos. (A -f 1) c/) — cos. (A ~~ l)(p, 


? _ , semper sunt algebraicae solo casu excepto, ubi 

• 7~ s.e erum quaudo = curvae resultantea manifesto abeunt in 

circulum, quicuuque valor ipsi A tribuatur. 
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21. Haec solutio non solum est admodum succincta, seel etiam multo 
latius patet quain praecedeus, quaudoquidem praecedentes casus ex hac so- 
lutione deducuntur sumendo A — + y ^ ^ di y ^ — di y ^ di y ■ 
Quatenus igitur hie pro A numeros integros accipere licet vel etiam quascun- 
que alias fractiones, eatenns haec solutio louge alias suppeditat lineas curvas, 
quae ex priori solutione nullo modo deduci possimt. Evolvainus igitur ali- 
quot exempla. 


BXEMPLUM 1 


22, Quia pro A uuitatem assuniere non licet, ponamus statim A 
quo habebimus 


2 at- 


et 


hinc iam colligimus 


, w + 1 . o « ~ 1 . 

X = d - - sin. 0(p — - - sin. r/; 


n-V l o , ^ — 1 
2/ — — g -- cos. 3f/j -h 2 COB. (f ) ; 


XX - 1 - 2 /?/ 


(w-j-l)® . (w— 1)^ 1 


30 


cos.2f/), 


ox qua aequationo angulus cp liaud difficult er per x ot // deterininatur, qiii 
deinceps in alterutra substitutus praebobit aoqviationoni inter x ot ij, 


EXEMPLUM 2 
Sumamus etiam A = d - ; erit 


ot 


. -j- 1 . fi -1 \ ‘ ^ 

X — “b (1 sin.---- (p — [n — 1} sin. -- (p 

iS /i JS 

n-\-l 3 f 1 

?/ = — ,J ■ cos. - (p — [n — i) cos. - (p. 


Facile autem patet hoc exempliim cum casii supra § 4 tract at o congTiiere. 


SOHOLION 

23. Haec igitur solutio praecedentom maxiine Biipererninet, cum non solum 
inliuities plures curvas in so complectatiir, sod etiam valores pro coordinatis 
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X y inveiiti tarn simpliciter exprim antur, ut duobus tantum termimis con- 
stent, cum sit 

^ + 1 ) 9 “ 

et 

- cos. {X + 1) fp — cos. (;i 

Ex qua forma coordinatarum colligitur istas curvas omnes affines esse 
opicjcloicUbus et geuerari posse ex provolutione circuli super circiilo, dnm 
scilicet stylus describeus uon in ipsa peripheria circuli mobilis assumitur. 
Interim tamen iie liaec quidem solutio pro general! liaberi potest; namque 
iunumerabiles alias curvas satisfacientes assignare licet, quae ne in hac C|uidem 
aolutione continentur, quain inventionem hie subiungamus. 

ADHUO ALIA SOLUTIO PKOBLEMATTS PKOPOSITI 
24. Maueat ut ante v = sin. c/, et cum hinc flat 

ds = d(p l/(cos. f// d- nn sin. 
sciibamus 1 sin. (j? loco cos. (p^ eritque 

ds = dep ]/(! d- {nn — 1) sin. (p^). 

I aciamus autein bievitatis gratia nn — '\:=<)nni atque huic conditioni statim 
satisfieret sumendo dx=^8(p et dy ^ mdcp ^m.(p\ hinc autem oh ip pro- 
ne cui^a tianscendens, quod tainen non iinpedit, quominus infinitae curvao 
algebraicae hinc decluci queant. Statuamus enim 

“ ^9 cos. X(p~- mdep sin, (p sin. X(p 

, , . dy = d(p sin. X(p md(p sin. cp cos. X(p 

atque hinc prodit 

8x^ -f ^2/' =- d(p^{^ d- mm sin. 

Nunc igitui' membra posteriora more solito evolvantur et obtinebitur 
- i COS. %^-m cos. (A - l)y + m cos. (A + l)<p 

sf - ^ sm. Ay + m sin. (a + i) ^ ^ (A - 1) y , 


et 
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unde siuntis integralibns erit 

sin. hp ~ j-- sin. (A — 1) </) -f sm, (A -f l)(p 
et 

— 2?/ = j cos. X(p — cos. (A — 1) f/) + cos.(A + 1)^, 

quae ergo formulae etiam smfo algebraicae solo casii A + 1 excepto. Per- 
spiciuun aiitein ost hos valores penikis esse diversos a praecedentibus, prop- 
terea quod terna membra involvuut. 

26. Praeterea voro hie manifesto assumsimus essewn>l, ita ut haec 
solutio extendi nequeat ad casus, quibus nn<l, cum prior solutio pro omni- 
bus valoribuB nurneri n valeat; interim tamen etiam haec solutio adaptari 
potest ad casus, quibus oin < 1, ita ut sit 

ds ^ 8(p'y{\. ~ (1, — nn) siu.f/), 
quae expressio posito sin.f/)^ ••= 1 — - cos. f/)^ abit in lianc 

dfp Yl^nn H- (1 — nn) cos.<p®), 
et posito brevitatis gi’atia 1. — nn = hh iiet 

ds = d(p y{nn -b cos. (p^), 


iibi notetur esse nn -\- kh == I. 


26. Iluic ergo formulaic statim satisliet ponondo 
da', = nd(p ot dy = hd(p cos. (p, 


unde autem curva I’osnltaret traiiscendons; quaro ut curvas algebraicas eruainus, 
statuainus ut ante 


et 


(9a; siu. l(p kd(p cos.f/) cos. l(p 

p)y nd(.p cos. Afp — hd(p cos, (p sin. X(p, 


unde ambo valores prodibunt algobraici, diim ne sit A = + 1. 

Tjeonuaudi Enr.KRT Opera omnia l‘ji CnmmeiitationnH analyticao 
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27. ReclTictioiie igitur solita in usum vocata nancisceinnr has forimiliiH 

= 2w sin. X(p -\~lc co.s. (A + l)f/? + h cos. (A — l)(p 
et 

=r= 2n cos. l(p — h siu. (A + 1)7^ — sin. (A — l)f/), 
unde integrando dedncixnns 

2a; = ~ ~ cos. Af/i + sin. (A + 1) (p + sin. (A — V)(p 

et 

22/ = + y sin. Ary) + cos. (A + 1) (p + cos. (A — l)(p, 

quae curvae iticlein maxinie discrepant a praecedente solution e. 


SOHOLION 

28. Quanivis autem liae solutiones infinities infinitas suppeditent liiicufi 
curvas algebraicas problemati nostro satis facientes, tamen vix affirinari poMsi' 
videtur in his formulis omnes plane solutiones contineri; tarn parinii niiim 
adhuc istud argumeiitum est elaboratiun, ut vix quicquani certi in lioc ncgnl in 
statui posse videatur, sed potius quaestio generalis, qua curvao a1ge))i‘iiir3ii'^ 
desideraiitur, quaruin longitudo per datain Ibrmulam integralem jy()v nx^ 
prunatur, ubi V denotet fauctioneni quanicunque ipsius tantopere otiauimiiM*- 
tenebris obvoluta deprehenditur, ut solutionem paiicissimis tantiini ciisilmu 
evolvere liceat, quemadmodum nobis solutio successit pro arcubus parabollriti 
et ellixiticis. Si enim talis quaestio circa arcus hyperbolicos propoiialdn', 
fateri cogor nullo adhuc ruodo me vel unicam saltern curvam algebrai<;jim 
eruere potuisse, cuius singuli arcus per formulam 

Si enim v denotet abscissam hyperbolae aequilatorfio iiitiT 
nata erit 2/ = -^ ideoque — unde elementuin arc.im 
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Sin autein aeqnationem generalem pro hyperbola assumere velimus, qua est 
7/ = elementum arcus inde iiascitur 

o dvVil 

ds == — ■ f 

]/(l -f-'yw) 

quae formula ita coniparata est, ut omnia artificia, quae quidem miiii dete- 
gere licuit, penitus IVustretur. Quin otiam hie nullo inodo calculus angu- 
lorum cum ullo successu in subsidium vocari potest, hleutiquam autem 
etiamnimc asseverare ausim praoter hyperbolam nnllas alias dari curvas 
algebraicas, quarum longitudinem per arcus liyperbolicos metiri lie eat, quern- 
admodum hoc de circulo audacter pronunciare non dubitavi. Hac igitur 
speculatione amplissimus campus aperitnr, in quo geometrao non sine insigni 
fructn et Analyscos ulteriori perfectione elaborare poterunt. 
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EXPRIMITUR IIAO EORMULA INTEGRAL! 
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Convent, oshib. die 17 luuii 1776 

Coimnentatio 645 iiidicis ENRSTROEMiANr 
Nova acta academiae scientiarura Peti-opolitanne 6 (1788), 1790, p. 36 — 62 
Sunimai'ium ibidem p. 84—86 


SUMMARITJM 

L’illustre Auteur tie ce Memoire, dont lo genie se roidissoit confstammont contre lea 
difficultes, et qui dCit a cette opiniatrete, ou a cette force do caractere, la gloire d'en 
avoir surmoute taut dons sa vie, a fait uu grand u ombre do reclierches sur les ligues 
courbes dout les arcs peuvent etre exprimes par certaiues formiiles integrales. On se sou- 
viendra tie ses reclierches sur les courbes dont la longueur pent etre meauree par ties arcs 
elliptiques et paraboliques^), desquelles nous avons rendu coxupte dans les extraits iuseres 
dans I’Histoire de rAcademie pour I'annee precedente. Touto cette matiere est encore eiive- 
loppee do profondes tenbbres, et ce ne sera qu’a force de traiter beaucoup de cas parti- 
culiers, qu’ou parviendra a y repandre do la lumiere. G’est done dans I’intention de con- 
tribuer quelque chose a raiiprofondissemeut de ces mystbres, que 1’ Auteur cherche ici des 
courbes algebriques dont la longueur de Pare iudelini puisse etre exprimee par la fovinule 
iutegrale rapportee dans le titre du Memoire. II en trouve une quantite innombrable tie 
tons les oi'dres, quoique la raetbode qu’il employe u*epuise pas encore toutes les solutions 
possibles, comme M. Euler fait voir clairement par I’exemple des courbes rectifiables qui 
satisfont an probleme, Au reste nous sommes obliges de renvoyer le Lecteur curieux de 


1) L. Euleri Gommentalioues 638 et 639 (indicis Enesi'uobmiani) ; vide p. 151 et 163. A. K. 
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connoitre la nidtliode de I’Aiiteur, au Mdmoiro mdmo; car il est impossible clou doiiiier une 
idee snffisaiite, sans rdpdter une bonne par tie dos calcnls longs et penibles, par lesquels il 
font passer pour determiner les coordonneos des courbes satis fais antes. 

Le Memoire est terinine par la solution d’un probleinc beancoup plus general, dans 
lequel on demando des courbes algebriquos dont les arcs indetinis pusseiit etre exprimes par 
cette forme integrale 


/ 


..Til - 1 






1. Oum methodus ce.vfca luiiusinodi problemata solvendi, quibiis ciirviio 
algebraicae requii’unbur, quaruni loiigitudo pxH’ datam forniulani integTalem 
expriinatur, etiamnunc doiiBissimis teiiGbris sib involuta, plurimimi ad fiiiGS 
AnalyseoB ainplificandos sine dubio conlerGb, si plura huius goneris i:)roble- 
mata parbicularia omni studio evolvaubui’, siquidem bum demiim sporare lico- 
blb fore, ut bandom haec mysberia Analysoos nlberius ponotromiis. Huno iu 
fiuom cousbibui forinnlain pu’opositam acenrabius pGi’SCi.’utaii, Gtiiiis quidom. duo 
casus nulla p)rorsus laborant difficuIbatG, alter scilicet, quando m — 2n vol 
otiam til An vol = otc. , quia bum lomiula iiibegiabioiiGin admit tit idoo 
que oinnes piano curvao algobraicae rGcbilicabilos satisfacoro sunt censendae, 
altor vero ost bum enim nostra formula posito abib in banc 


idoo que arcnin circiilarGin refort. Constat autem iam satis piaeboi 

circuluni nullas alias line as curvas algobraicas satis facore p)0sse ). 


2. Ub autem nosbram quaesbionem in genere solvamus, designomus coor- 
dinabas curvarum quaGsibarum libberis a; ot ipsos autem earum arcus 
littera s, ita nt sit 8s = y{dx^ + dy^)', et CLuaestio hue roclit, ut pro x et y 
eiusmodi functioues algobraicae ipiaiititatis v iuvestigentui, ut iude flat 


r 

^ ~ J -/(l — ' 

cui quidom quaestioni satisfieri posset, si eiusmodi angulos cu assiguaro 
liceret, ut ambao istao formulae 

^»i~lgyC0B.£O . o D) 

y(rz7.y 


1) Vide notam p. 83. 


A. 1C. 
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evaderent iutegvabiles. Verum nulla via patet in liuiusinodi angulos inqui- 
rendi, nisi ipsa formula proposita ante in aliam formain ad calculuni angu- 
lor am magis acconimodatam transformetur. 


3. Hunc in finem statuamus 


v" = sin. (p, 

ut fiat V{l~v^") = turn vero erit t;"* = sin. fy?" , 

faciamus 


ut sit 

unde differeutiaudo erit 


m 

n 


« 1 , 


sin. 


ubi bi’Gvitatis gratia 


mv'"" ^dv ^{a~\-l)dip cos. cp sin. </)" 
ita ut nunc formula resolvenda proditura sit 

Sp Sin. f/i“ = d(p sin. 

Quo autem hoc uegotium facilius expediamus, duas sequentes formulas 

^ = sin. hp sin. et ^ = cos. Up sin. 
studio evolvamus. 


EVOLUTIO FOEMULAE PEIOEIS = sin. Ay sin. 

4. Quodsi istam forinulam differentieinus, prodibit 

g- = A cos. Ay sm. y“+ ■ + (« + l) gin, cos. y sin, y“ 
sive 

ds 

df - y (4 MS' 4y sin. y + (« -|. i) gi^, gos, y). 
lam in subsidium vocentur reduotiones notissiniae 

4 9 cos. y = i sin. (A + 1) y + i gin. (A _ 1) y 
cos. Ay sin. y = { gk. (A + 1 ),^ _ | 
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qiiibus valoribus substitutis reperiemus 


2d0 


= sill. f/[(« -h 1 + A) sin. (A + V)(p + (« -f 1 — A) sin. (A — 1) ip] , 


uncle colligiinus banc integrationem 

2 sin. X(p sill, == (a + 1 H- sin- sin. (A l)f/j 

-1- (a 1 — sin. c/)“ sin. 

ubi notetur esse d (p nin. (p" ^ nds. 


5. Ponamus nunc statim 


A == a -|- 1 = 


m 

n 


atqne integratio invent a praebobit 

Sin. - -- (p sin. (p = mj ds sm. — (p, 
unde vicissim conficitur 


• . m -\~n 1 . m • 

^ sin. — ■ — (p = — sin. — <p sm. w 
n ’ w n ’ ^ 


Ps 


Hinc, si fuerit dy ds valor ipsius y erit algebraicus. 


6. Siimainus nunc in nostra integratione genorali 

^ w + n w- h 

' n n 

atque habebimus 


sin.——— f/) sin. sin.’^^'^ 


n 


9. 


ubi valorem integralis posterioris iam ante clelinivimus, quare integralo prius 
sequenti modo expriinetiir 


fis «in. “ ±1” sin. ,p sin. /+ sin.^ sin. 


m 


sive 






n n 

1 


s sm. 


n 


(p = 




. ^ . m 2 n , n . \ 

sm, y” (sm. — f/) + - sm, - <p) . 
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7. Ponamus porro in forma generali 
A~l== 




ac reperieiuus 


. m A- in 
sin. —■ 


sive 


n 


(p sin. (p" = (m -|- 2n)jBs sin. -~2nj^ds sin. 

iibi cum posterius integrale moclo inveneriiniiS; prius sequenti moclo exprhnetiir 


fi 


’r, . m A- 5 n 

'^S sm. ! — cp 


m -\-2 h 


1 . mA-An 

sin. 


\-An . 2 a . 

, 7 - ‘P V + 


. m~\-'6n 


(p. 


8. Simili modo statuamiis nunc 


A — 1 = ~ — — sivo X = — 


atque uaiiciscimur sequentem iutegratioiiem 


. m A- fi n 
sm. — ^ — 


,p sin. y/” = (m + li„)f8s sm. ,p _ ^nfds sin. 


imde coucludimus fore 


f- »■ 7+ "... 


w + 3a* 


(p, 


J. Lex, qua liae formulae coutinuo ulterius procedunt, satis est maiii- 
festa, ita iit non opus sit calculum ultra prosequi. At quo eas distiuctius 
obtutui exponamus, sit brevitatis gratia siu, (p” = ^ et siugulae formulae in- 
tegrales bine oriuudae ita se babebuut 

J sill* TT 9 


II. (ds sin. cp == ^ cpi ciin “P 2w n ^ 

J n V + sin. 


-h n 

SSIU. '—(f 


m. /iis sin. _ 1 


4- 

2n 
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IT. f8 


s sin. 


m + Tn 


1 . m -h 6n , 3« . ?»4- 6n 

(0 = — sin. — (p sm. 

' m-\- in ’ mA- inJ 


m -L 6n 
n 


3« 

m-\- 3n. 


n 


9 


T./0 

VI. fds sin. 


. m + Qn 
s sm. — “ (p 


. m + 


;1 n r*n • ?« + 7 n 


n 

m -i - 11 n 


m~\- I n 


n 


<P sin. (p _|_ — AA .- rp)s sin. cp 

^ ' m~\- 4w./ n ‘ 




w = _ ... f/.) ahi. •: .'] j^s .sin. ' 

n ’ m~\- n ’ On./ 


n 


9 


etc. 


etc. 


10. Qiiodsi iam in singulis his forinnlis valoi'o.s integralis pvaocedentis 
substitimmus, adipiscoinur soquontes intogrntionos ad nostrum us urn uccom- 
modatas 


I. fds sin. 


m - - n ([> . m 

- (p = - sin. (p 

n ‘ m n ' 


1)1 -|- 3n 

niv^ .1 

n 


IT. jds sin. - (p ^ 


^ . in H- 0 11 

111. jOsHni. (p 


</> 

m “h n 

<l> 

m -j- 2 11 


( sin. 


m-\-2n , u . in 

' (f - - - sin. (p 

n * in n ^ 


mA-An , 2n . wi4“2n 
sin. - - (p d- - 7 -• sin, (p 


n 


d- 


n ► 2 n . M 
- , , c sm. (p 


{ . m -I- On I 3ji . in -[--'In \ 

sin. ip -\- — 9 


•r^T /'o • in~\-ln 

IV. jdsHm . — (p 


(l> 

in -L 3« 


n ' ' '/n + 2n 

2 11 • .3 n 


n 


j OS sm. - - — (p 


jD 

in -]- in 


in + 

{in n) {m -!- 2 ») n ’ 

I « ■ 2 n - 3n . in 

y ^ in(m 'h n) (m -1- 2 Ji) n 


' ?}i + 3n n ■' ' 

‘in- 4.11 , in -j- 111 

2n • ill • 4n . m -h 

'' (in H- n) («i. 2 «) (in -}- 3 n) ' n 


[ “b 


11- 2n- 'ill' An 


m 


in (m + n) («i + 2 n) (in + 3 «) n 
LKONiiAnni Bui.ichi Oporn oiiiinii 1 21 Coin 111 011 tftfcionos {intUyticiio 


24 
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VI. f8 


. m^l\n 0 

s sm. (f) = — — 

n ‘ m-\-b n 


sin. (p —1— . — rn 


4 w- 5 m . w + 6 ?i 

-c Sin. CD 

4‘» ■/ 


(w + 3 tt) (?» + 4 }i) 

Sn- 4« • 5n 

(«i+ 2 «) {7)1 + 3 Ji) {7)1 -)- 4«) 

2_n - 3 w • 4 « • 5 n . 9ji -|- 

{7)1 4- n)'(m 4 2 7i) {7)1 4"’37j) {7)1 ^“n) 


. w 44 }i 

sill. ^ (0 

71 ^ 




7)1 


etc. 


7)i{7)i H- )i) {771 4 2}|) {7)1 4 3'w) (^^4 4ji) n J 
etc. 


ubi taiitiiin memiuisse oportet esse 0 ~ sin. (p^' . 

11. Ilae formulae adhuc coiicinniores recldi possunt ponendo ™ = /c, ut 
sit r/j == gin. ^nm vero sequentes orientur formulae integrales 

I. ^fds sin. {h 4- l)(p = sin./cf/? 

II. fSs Bin, (/( + S),p = (sin, {k + 2) y -|- 1 sin, kcp) 


HI. f h sin. (k + 5)m = 

^ ^ 7i{h-{^2) 


IV. fds sin. (k + 7)07 = , 2 . 3 

^ r yv n(Z;43) > -T 7r-r~i^. 


sin. {k 4* 4) y -j- sin. {k -{- 2)(p 

sm. (7c + 6)f/) + sin. (7c + 4) f/) 


+ 


FFWhv^™ 4 ^<: + 2 )?p 

l‘ 2-3 


/ijCA: 4 1 )( 7 ^ 4 2 ) 


sin. h(p 
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V. p's sin. {]c + 9) (p 


sin. r/> ‘ 
n ljc -\- 4 ) 




I" sin. ilc - 1 - 8 ) (p + sin. (li ~\- 6 ) (p 

+ (¥+i)AS(H-^ 

1 . 2 . 3 *4 . 

'r 2y(^ + 3) 

sin. (]c -{" 10 ) (p + sin. (/c + 8)9 

/C “p 

■*■ (7« -h 8)(/c + i) 

_|_ sm. (/( -I- 4)(y) 


(7t + l)(7£ + 2y(H 

l-2'3'4.6 . j 

[ )c(jtTW+W+Wfi+^^^' ^ 


VI Hiiio igibur i>ai:ob, si i ilonoteb numeruin positivum queincunqiiG, 
genoratim hibegnilo hums ibrmsio Ji9s sin. (/^ + 2i -(- l)fR actu exliiberi posse; 
lege oiiim progressionis probe observata erit 


.sm. (p^ 
n Qi -j' i) 


I'ds sin. (/c H; 2 i + l)(p 
sin. (h “h 2 i)(p H- -\- 2 i 2 ) (p 

j- sin. (Ic 4 )(p 

I (ji i ^ 2 )(]i + I ~ 1 ) ^ ‘ 

1 J_ sin. (k + 2i - G)(/) + etc. 


Vhi bantnm obsorvebur haec inbegralia qnancloqiie incongrna fieri posse, quod 
evenib, qnobies in denoininaboribus bar am fracbioninn factor quispiain nihilo 
fib aequalis, siquidem his casibus integrate non ainplius erib algebraicum. 
Hoc aubem conbingore poberib, quobios hoc esb — , fnerit vel = 0 vel 
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nuraenis integer negativus ipsi i aequalis vel minor; sin autem iste valor 
negativns ipsius h superet i, luemoratum incommodum non amplius erib 
inetuendnm. 

EVOLUTIO FOltMULAE POSTEEIOBIS 0 ^ coh. hp sm, 

13. Quodsl haec formula differeiitietur, prodibit 
8^ 


ofp 


= sin.f/)“((« d' 1) cos. <p cos. Icp — X sin. (p sin. X(p). 


Cam nunc per notas reductiones sit 

COB. (p COS. X(p= "J- cos. {X ~ 1) (p + 4 cos. (A -|- V)(p 


et 


1 1 

sin. (p sin. X(p^ --- cos. {X — 1) (p — -- cos. (1 + !)</>, 


his substitutis porveuietnr ad banc form am 
28^ 


d(p 


sin. (p"{{a -i~ 1 — A) cos. {X ^ l)(p + (« + 1 + A) cos. (A H- i)(p), 


nude deducitur ista integratio 

2 cos. Xcp sin. (p“+^ = (a 1 — X)j^d(p cos. (A — l)(p sin. (p'‘ 

+ (a + 1 -f- cos. (A + l)(p sin. rp®. 

14. Qnoniam igitur supra vidimus esse 

d(p sin. (p“ = nds, 

ob a-\rl = ~^Jc ista integratio ad banc formam redibit 
2 cos. ?i(p sin. n{h ~ X)J^ds cos. (A — l)(p 
-|- n{h + X)J"ds cos. (A ~\~l)(p, 

ex qua deducimus 

fSs cos, {A + 1) 9 = coB. hp sin, cos, (A- 1)9 
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16. Ex liac forma generali iam derivomus casus speciales, ut supra fe- 
cimus, ac primo quidem sumaimis A = /c, ut obtineamus isfucl quasi princi- 
pium sequentiiim integrationum, scilicet 

* k 

I. f ds cos. (/c + 1) rp = COS. h(p, 

Sumanms nunc A— -1 = /H-1 A = /c-[-2 et integratio gonoralis dabit 
]l'. jh COB, (i + 3)r/, = cos.(/c -I- 2),p COB. (/i-1- 

Fiat iiuuc A — 1 = /t; sivo A — /c 4 ac pi o dibit 

III. fds cos. {h H- r))fp == "1" cos.(&H-d)fp. 

Sit iam iilterius A — 1 = /H- ^ sivo A = /H- G ac prodibit 

IV. f'h cos. {k -I- 7)(p == cos. (/^ + 6)p + cos. (A^h 5)(p. 

Sit poiTO A — 1 ~ /^ "b 7 sive A = /<: d- 8 ac fiol< 

Y. pscos, (/« -I- !))(/■ = OOB. (/«-|- 8 ) 7 ) -h 


etc. 


etc. 


16. Quodsi iam in singulis form ul is intogralia praocedontia substitua- 
mus, nancisceinur sequentes intogrationos 

I. jds cos. (/c + l)fp = cos. k(p 
n. f8s cos. (k -1- 3)y - (““■ 1 


HI. Jh cos. (/' + 3)</> ™ „ Vf 2) 


IV. Jh cos. (fc + 7)f/. = 


cos. (/.: -I- 4)(/> + cos. (/£ H- 2)<p 

cos, (/c -|- -|- 008. (k -|- 4)f/) 

_L „ A ' cos. k(p 
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u(Jc -|- 4) 


COS. (Jc + 8) (j) + cos. (ic + 6) (p 


"h 


3-4 


lh + 2)Q(i-‘d) cos-(* + 4)c/j 


2.3-4 


(Jc -i- 1) Qc + 2) (k + 3) 


I +177: 


1 • 2 • 3 . 4 




^^PT1T(*T2)^+ 3)" ^^^P 

COS. {k + 10) (p -h j~ cos. {h + Sjcp 


etc. 


(F-hlxF+T) 

(lT2r(F^(F+4) 

(FHX/FX2)(7i;-h3)(/^-|- 4) + ^^'P 

j l'2-3.4-5 

7c(7c +:L)'(Fr2) (fc + 3)(A; + 4) 


etc. 


bin in /> hoc tautum discrepant, ut sinus angiilorinii 

hic in cosinus suit transmiitati. 

/ 1 ‘niflin igitur casibus facile deducimus sequentem formulam inte- 

^1^8 s COS. (A: -j- 2i -f- 1)9^ 

cos. (7;+ 2i)(p cos. (7i; + 2«— 2)f/) 


siu.go* 

11 (/ti “|- 


I {i—l)i 

^ cos, (k + 2i — 4) cp 

_L (^’~2)(i— 1)1 

(FfT^^^'3)plf7ir2) q, ^ cos, (7c-f 2i — 6)(/i -}- etc. 


quenti modo facUe raXere ^1?+''" quaestionem pi-opositam se- 
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■pROBLEMi 

18. Invenire curvas alfjeh'aicas, quarum lonqikido ita exprimatiir , ut eins 


rc\ 


cxis (piiciinqiie indefinitus sit 


ty Yd — 


]/(l - 

SOLUTIO 

Quaeratiir primo aiigalus r/), ub sit 

sin. (p = v'\ ideoquG cos. (p = l/(l — 

urn vero posito brevitabis gratia = k bet 


ds = c)(p ain, (p^ 

iiod cum sit elenientum curvae, si coordiuatae orthogonales vocentur x et 
a genere habebiratis 

px = Oh cos. m ot 0y = ds sin. w, 


uandoqnidem bine prodit Ood^ + == d)s\ 


19. Totum nogotium orgo hue r(3dit, cuiusmodi angulos pro co accipi 
porteat, ut binae istao formulae dilforontiales evadant integrabiles, id quod 
istendimus semper fieri sumondo w = (Ic ~b 2i -\- l)(pf ita ut sit 

I'ds cos, (k d- V)(p et y = j'ds sin. (Jc + 2« l)(p\ 

urn enim liabebimiis sequontes formulas algebraic as 


Bin. cp^ 

n (k -h ^ 


cos. {k H- 2i)(p H- 

4- .-idrrJ-.).., cos. (k I~2i — i)(p 

- cos. (k 4“ — 6)f/) 

\ cos. (k 4- 2i — 8)«) 

~\- etc. 
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et 


sin.fjp* 


sin. (h + 2i)f/) + sin. (Jc-\-2i~ 2)(p 

+ sin. {lc+2i- i)cp 

I 1)(^— 2) • /7 , r. . ..X 

+ + 2* — 6)f/) 

I 1)(« — 2)(l— i^) ■ /, 

+ ( A + ,■ - i)(fc + i - 2)(/. + ; - -4(r+?ri) (* + 2* - 8) </, 

+ etc. 


iibi loco i oniues numeros iutegros positivos a 0 in infliiitiim iiscjue accipere 
licet) unde seqiientes solutiones speciales evolvisse iuvabit. 


I. SOLUTIO SPECIALIS QUA i = 0 

20. Hiuc igitur resultabit solutio simplicissiina; ambae euini coordinatae 
X et y ita exprinieutur, ut sit 


^ _ sin, cos. Ji(p sin. (p^ sin. Jc(p 


nl 


nlc 


quae solutio seinpei est realis, nisi fuerit /i: = 0; turn autem foret quoque 
m = 0 et ^ ^ 


ds^ 


ov 


-t dcp 


unde fit 


— 'y®”) n sin. 9) * 

s = Utang.if/i, 


sictjue aicus per simplicem logarithmum exprimeretnr; tales autem ourvas 

algebraicas nullo mode exliiberi pos.ge satis est eviotum. Caeterum pro 

113 leliqiiis casibiis, quemcunque valorem rationalem habuerit 4, 
semper ent 


ideoquo chorda 


xx + yy = 2"-jr Ji!!l _ 

nnkJc nnlih mm 
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11. SOLUTIO SPECIALIS QUA i = 1 

21. Hoc igitur casu ambae coordinatae ita erunt expressae 

® = «5+i) '^ + i ^ ‘f) 

et 

y = (sin. (4 + 2) r;. + f sin. ?c cp), 

UBcle coniicitur chorda 

-E 2/2/) = |/(l + H-- ^^/^ ) 

siV6 

/iim . 

|/(a;a + yy) = + nf - 

haocquo aolutio semper valebit praetor duos casus oxcipieudos, qui smit vel 
vel 


et 


III. SOLUTIO SPECIALIS QUA i = 2 

22. Hoc igitur casu ambae coordinatae eruiit ita expressae 

““ As) (“"• i h i ) 

-I- ^ + d 1 + ttt • ¥ • 


Hie igitur tres casus oxcipi oportet, quibus hao formulae cossant esse alge~ 
braicae, j)rimo scilicet si /c = 0, secundo si /c== — 1, tortio si k = — 2. 


IV. SOLUTIO SPECIALIS QUA 

23. Hoc igitur casu ambae coordinatae seqiionti modo reperiontur 


expressae 


sin. ijf) 


cos. {h H- 6)f/) H- cos. {h d- 4)y) 


cos. (h d- 2)(p d- i~v~E‘T'n" 

1 7cd-2 /cd-l ^ ^ ^<5-1-2 * 

rjKONiiAin)! Eur.um Opera omiiiii lai Cominontatioiics aiialytieiio 


25 
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I '/’ + wh Si“' (*: + 4) f/> 

n{fi "f 3) Q 0 o n -4 

1+ l+ri+J ('' + 2)?' + Fio •,— •1 Bin. hp 

Hae ergo formulae quatuor casibus ermit inutiles 

1. />’ = (), 2. ^ = -1, 3./, '^-2, 4. /n = -3, 

quippe qiiibus termini in inanitum excresceutes abirent in arcus circiilare; 
ueque igitur formirlae amplius esseut algebraicae, 

Y. SOLUTIO SPECIALIS QUA i = 4 . 

-4. Hoc igitiu casu coordinatae sequent! inodo expriinentur 


I cos. {h + S)(p + 4 cos. (7( -I- G)y 


Sin. 9 )* 
il(]i -{■ 4 ) 




A+3’;c-|-2 
3 ' ^T2 ' Ffl 


2 1 


Sin. ffr 

u{Ji 4 ” 4 ) 


sin. (li -f- 8 ) f/j -f- sin. [Ic 4 - 6 )f/) 

h3‘h2 'fm + "^yp 

I _L ^ 3 2 1. 

casu k ' I'fi foimulas praeter quatuor casus ante notatos iusuper 

casu /i = ^ 4 fieri inutiles. 


niethodus noshu^semoft aequatur numero integro neg? 

tamon idoil haeoXir'!' ^ ' -uunrerabiles curvas algebraicas; r 

pio geneiali est babeuda, cum etiam casibus 
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moratis, quibus numerus solutionum nostrarum limitatur, nihilomiiins infinitas 
solutioues aliis methodis assignare liceat; iibi quidein semper excludi oporteb 
casum A; = 0, qiiippe quo certuni est nullas curvas algebraicas satisfaceio 
posse. InnumerabUitatem solutionum pro casu /c =- — 1 ostendisse operae 
erit pi'ctiuiii. 

EVOLUTIO CASUS QUO /s => - 1 

26. Hoc igibur casu nostra methodus imicam praebet curvam algebrai- 
cam liis coordinatis contentam 


X = 


1 cos. (p 


et y 


n sm. <p 

quae ergo est linea recta axi parallela, Oum autem sit ds 


dtp 

11 sill. ip‘ 


, erit 


s _ — cot. (p 
n * 


sicque omnes ]olane curvae algebraicae rectificabilcs hoc casu satisfaciunt. 
Sumta eiiim quacunque tali curva, cuius arcus s per formulam^algebraicam 
exprimatur, semper assignari poterit angulus (p, ut fiat — - cot. <p = s; 
unde patet praeter lineam rectam, quam invenimiis, omnes iilano curvas 
roctilicabiles satisfacere. 

COROLLARIUM 

27. Oum igitur formula nostra differ entialis 

semper absolute evadat integrabilis, quoties h sive — fuerit vel numerus in- 
teger positivus par vel etiam numerus integer negativus impar, manifestum 
est his omnibus casibus omnes plane curvas algebraicas rectificabiles perindo 
esse satisfacturas ideoque revora his casibus infinities plures curvao alge- 
braicae nostro problemati satisfacient, quam nostra methodus nobis suppe- 
ditavit. Verum etiam, dnmmodo k sit numerus negativus integer par, semper 
innumerabiles curvas algebraicas assiguare licet, quod pro casu /c = 2 osten- 

disse sufflciet. 


26 * 
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EVOLUTIO CASUS QUO - 2 

28. Hoc igitur casu metliodns superior cluas tautum nobis lart^itur 
curvas algebraicas, scilicet 

cos. 2<p sill. 2 (p 


1. a; = 


et y 


sin. ”” ^ 2«sin. 

2. .i; = (l - 4 cos. 2 ™ ) et ?/ = + 

nsin.ip® \ 2 V J ^ 2nsm.(p^ 

Cum autem hoc casu sit ds = , statuatur cot. f/? == ^ eritque 

= ideoque = 


sm.gj 


n sill, (p 


quia vero est sin. (p = 


]/{! + it) 


, fiet 


quod cum sit elementum arcus parabolici, niiper*) iam denionstravi inflnitas 
cinvas algebraicas satisfacere atque hoc idem quoque tenendum est, si littera k 
cuicuuque numero pari negativo maiori aequetur. 


SCHOLION 

29. Ex his iam facile colligere licet etiam in genere pro omnibus valo- 
11 us ipsius k levera infinities plures curvas algebraicas esse satisfacturas, 
]uam methodus nostia nobis suppeditat, etiamsi adeo iimumerabiles exhibeat. 
nterim tameu duos casus excipi necesse est, alterum, quo pro quo 

lam no animus nullas plane curvas algebraicas satisfacere; alterum vero, quo 

. ^s = ~d(p, arcus s ipse arcui circulari aequari deberet, 

u itioui solus circulus satisfacere est monstratus, id quod etiam nostrae 
solutiones manifesto declarabunt. 


EVOLUTIO CASUS QUO h ^ 1 

ro hoc eigo casu solutio specialis prima praebet has coordinatas 

1 . -j 

= — sin. (p cos. (p et y=.± sin. (p\ 

Ratio 038 (indicis Enesthoemiani) ; vide p. 151. 


A, K, 
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Gum igitiir sit 

X = sin. 2(p et y = (1 — cos. 2 (p), 

'zn ^ 

erit -- cos. 2f/) — 2/1 additis ergo quadratis orit 

/I V 1 
+ \2« V ~ 4nJi' 

quae aeqnatio manifesto est pro circulo. 


31. Secunda vero solntio specialis pro hoc casu nobis dat 


ot 


a; = (cos. 3fp + cos. y) 

2 7t 

y == (sin. S(p + sin. cp). 


quae foriniilao per rediictiones notas abeunt in lias 

4wa; = sin. 4fp ot 4^2/ — 1 — cos. 4f/) 
ideoquo cos. 4f/) = 1 — 4«j/. Additis igitur quadratis orietur 

\^^iuxx "b (1 — 4?i2/) ^ ij 


quao itidem est pro circulo. 

32. Simili modo solntio specialis tertia praebet 

^ (cos. h(p d" cos. 3fp d- cos. </)) 

et 

y = (sin. 5fp d~ sin. 3fp -[- sin. tp), 

quae pariter more solito reductae dant 

6^^a/ = sin. 6f/3 et — 1 — cos. 6fp, 
undo si angulum Grp eliminemus, manifesto rosultat aequatro ad circulum. 
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33. Quin etiam hoc idem in genere ostenclere licet, qiiaudoquicleiu 
SLimto k = 1 reperitur 


sin. y 
71 {i + 1) 


COS. (2i “h l)f/) cos. (2^ — ^)(p 
+ cos. (2i — 3)f/) -f cos. (2i — h)(p 
+ etc. . . . -f- cos. (p 


sin. ffi 

1/ s= .. £ . 

71 (i -{- 1) 


sin. (2? + l)f/) -f- sin. (2i ~ l')(p 
+ sin. (2e — 3) ^ + sin. (2 i ~~ 5) cp 
+ etc. . . . -j- sin, (p 


Beductiouibus igitur adhibitis colli getur fore 


2n(i -f- l)£c « sin. {2i + 2)(p 
et 

27i(i + l)y = 1 cos. (2i + 2)y, 
nude patet curvam satisfacientem perpetno manere circulum. 




"i j. reliquis casibus omnibus solutiones niethodo 

os la a as maxime a se inviceni esse discrepaturas atque adeo continuo ad 
1 . _ 01 dines esse ascensuras. Interim tamen, etiamsi solutio 

nos m in mtas praebeat ciirvas satisfaoientes, nullum piano est dubium, quin 

J'noiii. silitts revera assignaii queant, queinadmodum pro 

cuivae debent esse rectificabiles, iam satis est ostensum. 
iuvabit multiplicitatem insuper alio casu, quo k = H, declarasse 


evolutio casus quo 


^ Xiuu qumem casu nostra methodus infin 
braicas; venim praeter illas sequenti modo innumeri 
Cum eniin sit ds ^ ± 8cp sin. erit 


exliibet curvas alge- 
alias invenire licebit. 
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quae formula nobis sequentes valores pro dx et dy assumendos suggorit 


et 


dx== (1 — cos. 2(p) cos. X(p 
^2n ^ ' 

dy ^ (1 — cos. 2</)) sin, l(p, 


qnao formulae manifesto semper integrationem adrnittent solo casu A + 2 
excepto. Quodsi enim reducbiones notao in subsidium vocentur, proveniet 


2 cos. Af/) — cos. (A + 2)fp — cos. (A — 2)(/) 


^ 2 sin. hp — sin. (A -}- 2)f/) — sin. (A — 2)f/3, 

dp 

quae ergo formulae integratae nobis praebent 

2sin, Af/) 9 in. (1+2)^ sin. (A~2)<p 

- + X xTT~ A i- 2 

et 

2 cos. Xp . cos. (A -f 2)fp I ~ 7^ 

4«,y ^ -- + ““ 


36. Quoniam hie pro A non solnni omnes numeroa integros, vorum etiam 
omnea fractionea asaumere licet, evitlens eat iatain solutionem inflmtioa latiua 
pataro quam supra exhibitain. Quin etiam manifeatum est iatas novas solu- 
tiones omnes a snperioribus penitus esse diversas. 

37. Eodem modo casus tractari poterunt, quibus litterae h valor integer 
posibivus quicimque tribuitur, propterea quod potestatem sin. (p'^ semioer in 
sinus vel cosinus simplices resolvere licet, quae partes deinde tarn in sin. Af/) 
qiiain in cos. X(p ductae evadent integrabiles , dnmniodo X(p non tale sit 
multiplum ipsius (p, cuinsmodi ex ilia resolntione snnt natae. 

38. Quoniam haec maxime sunt generalia atqiie ob hauc ipsam causam 

maiori illnstratione indigeant, referamns formulas snpra inventas ad casmn 
quempiam specialem et in ciirvas algebraicas inqniramns, quarum arcus sive 
per arcum curvae elasticae sive per applicatam eiusdem curvae 

exprimatur. 

J i/(i — v^) 
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39. Invenire curvas algebraicas, quanm. arcus sit 

,= r «!L_, 

1/(1 - »*) 

Cum igitiu' hie sit m = l et » = 2, evit /; = |, uudo solutioumu s|»., i 
liiim supra datanim prima nobis praebebit 

a; - cos. I (/) l/sin, (jp ot »/ = sin. | cp l/sin. y. 

Quo lumc liinc augulum (p olimiuemus, quaeramus 


oi-itque 


x% -f yy siu. (p efc 2a;^ — 2 sin. (p sin. (p cos. — cp ^ sin. (p‘ 


'‘^xy = {xx~\- yy)\ 


quao ergo curva est OKliiiis quarti et sub nomine Lemuiscatae cognita, ninn 

fliul fRCus 23aii inoclo, quo circulares^ inter so comiDurari i)o.s.so iisii 

(liidum a Geometris est ostensuni, 

oIitpI.v^'' iMtlo sequentes solntiones spocialea perduoent ad alias ciiivi)- 

'L qnae autem ad multo altiores ordines assuiwnt 

qnas hic idcrco fusins ovolyere superflumn foret. 


EXEMPIUM 2 

Inienhe foimulam algelraicam, cuius arcus sit 

]/(l — -y'*) 

Hic igitnr est « = 3 ot » = 2 ideoque 


s^Decies in’inia pri»oi‘et 


unde erit 


gT sin, (p~ cos, ^ (p et 2/ = sin. (p^ sin.-|-c/), 


+ yv) sm. et 2 sin, r/ sin. | cp cos. = sin. sin. Scf. 
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Cum igitur sit sin. 3f/5 = 3 sin.f/) — 4 sin.f/, erit 

18 a;?/ = 3 sin. r/ — 4 sin. c/, 

hinc poiTO 

3 sin. = 18a;?/ H- 324(a;a; + yy)' sive sin. r/ =- 6a;y 4- 108(a;a; -h yy)\ 
Hinc igitur cleduoinius binos valores pro sin. unde nascitur secpieus 

tlGClUcltlO 

216 (a;?/ + 18(a;a; -f yyYJ = 9^(a;a; + yy)\ 


quae aequatio assurgit ad ordinom diiodecimura videturque esse simplicissima, 
quae liuic conditioni satisfaciat. 


SOHOLION 

42. Principia autem, quae liic stabilivinius, quaestionibus multo magis 
complicatis rosolvendis sufficiunt, qiiomadmodum in sequenfci problemate 
adliuc suinns ostensuri. 


PK0BLEM4 MAGIS GENEEALE 

43. InvcnivG curvas alyebndcaSf rjuaruni arcus indefniti s ita exprhnantWf 
ut sit 

s = / (a 4- + dv°’^ + etc.) 

J 1/(1 _ ^;2«) 


SOLUTIO 

Qnotcunque terminos ista oxpressio contineat, sufficiet solutiouem ad 
tres terminos accommodasso, quandoquideni hinc facile perspicietiu, quomodo 
calculum ad quotcnnquo terminos extendi oporteat. Statuamus igitur ut 


ac posito = /(), quia indo fit 


1/(1 — w®”) 


sin. 


IjEONiunm EuLwni Opova oraiiia Isi Coiniuoiitationcs imalyticRO 


20 
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pro nostro problemate habebimus 

ds = ~d(p sin. (p^-^(a + h sin. (p^ -j- c sin. r/). 


d4. Cum nunc Me habeamus tres partes, in quibus exponentes ipsius 
sill, f/? sunt /v + l, /i'-t-3, qui binario ascendunt, ponainus pro parte 

secunda 4 -j- 2 == /i; ac pro tertia /i: -f- 4 = //', nfc ternae nostrao partes fiaut 


ds = 


ad(p 


Sin. (p 


k~i 


sin. (p 




n 


sin. (p'' 


Has igitiir siiigulatim multiiiliceinus per cosinuni et siiiiun eiusdem auguli 
(/.■ + 2/ + l)rp, qui^pro parte secunda erit + pro tertia autem 

(* +2i — 3)f/); ubi tantum notari oportet numerum integrum i ita accipi 
debere, ut ultimus mimerus — 3 maneat positivus. 


ij. nis igiiur constitutis ex formula ds prorsus ut supra determinare 
licebit elementa coordinatarum dx et dy, ponendo scilicet 

= cos.(A: + 2i-f 1 )^ et dy = ds ~\-2i ~\- l^p, 

quaudoquidem Mnc flet + Sf = teniis partibus pro Ss mv 

t)eudis ipsae coordinatae ita exprimentur 





sin. 


cos. 

(* + 2* 

+ ^)9 

lU = ^ 

"f- 


sin. 


cos. 

(k -\-^i 

~l)(p 


> 

iP'p 

sin. 

c/'-^ 

cos. 

(/c"+2i 

— 3)t/i 




sin. 

(p^~^ 

sin. 

(* + 2i 

+ 1)5P 

y^i 

+ 


sin. 

(p^’~^ 

sin. 

(*'+2i 

— l)(p 




sin. 


sin. 

(r+ 2« 

— S)cp 


tlbi iutegralia singular 


uni partiimi per formulas 


supra § 12 et § 17 exbi- 
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bitas assignare licet, siquidem ibi dediimis integralia baruiu formularum 
J ds sin. (/.’ 4 - 2i + l)(p et f ds cos. {h + 2i + l)(p 

existeute sin. 

46. Cum igitiu* hie loco i innimierabiles nuineros integros assiimei'e 
liceat, manifestum est etiani pro hoc problemate infinitas exhiberi posse solii- 
tiones, si modo excipiantur casus llli singulares, quibus quispiam denominator 
evanescit, id qnod evejiit, quando h vel cyphrae vel numero negative integro 
aeqiiatur. Caeterum hoc probloma oxemplo particulari illustrasse iuvabit. 


EXEMPLUM 


47. Invenire mrvas algelrraicas, pro qiiiUis sit 

Hie ergo erit 

n^l ot ideoque /c'=3 et r=5, 


quaniobrem ainbae coordinatae in genore ita exprimentur 

cos. (2z 4 2)f/3 

a; = . 46 fd(p sin. (p^ cos. [2i 4 2 )f/> 

. 4 c fd(p sin. f// cos, ( 2 ^ 4 2 )fp 

I a f 9(p sin. ( 2 i + 2 )fp 

“h 1) j dip sin. (p^ sin, (2i 4 2 )fp 
'h c j‘^(p sin* sin, (2^ 4 2)^) 

Ubi autem notandum est nuinerum i imitate inaiorem capi debeie, ne 
2 i — 3 fiat negativum. 


48. Quo igitur curvam simplicissimam satis facientem nanciscamur, su 
mamus i = 2 atque formulae integral es pro coordinatis erunt 
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DE CURVIS ALGEBRAIOIS QUARUM LONGITUDO 


[59-60 


et 


X = 


a f d(p cos. %(p 
+ dcp sin. (p^ cos. Gc/j 
+ c fd(p sin. (p^ cos. Gcp . 


y = 


a I'd (p sin. Q(p 
~{-h f d(p sin. (p^ sin. ^(p 
+ cj d(p sin. f/ sin. G(p . 


Iiini pro primis jiarfcibus 6st /i — 1 et ds ~ d(pf uikIg erifc 

jds cos. 6r/. =.fds cos. {k + h)<p = (cos. hip + cos. hip + cos. ip) 
et 

jds sin. Gfjp =^J ds sin. {k + 5)9 = (sin. b(p + sin. 3(p + sin. (p), 
qui valores reducti dabiint 


O' " ' 

quas formulas per quantitatem a multiplicari oportot, 

49. Pro partibus secunclis habeuius ds = dip sin. m” et k = 3, uncle nc 
ciscimur / r ? 

Jh sin. cos. Gip =f8s cos. (k + 3)ip = -“jS! (cos. hip + 1 cos. 3ip) 

Jh ain. <P' Bin. Gcp = fss sin. (/o + 3)ip = (sin. hip + sin. 3ip). 

forma ob siu. cp = j sin. y _ i sin. 3 cp transit in banc 
J fds cos. 69 ? 

IG (3 COS. 6.p - sin. 3 .p cos. 6cp + sin. cp cos. ^cp ~ j sin. 3cp cos. 3^p 
ideoquc 

•/ 32 (~ ^ ™- + j sin. 6cp — 1 sin. Sep) 

=■= - jg sin. 4?) + 1 sin. 6ip _ i sin, 
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Simili modo liabebimus 


(ds sin. G(p 

= -i- (3 sin. (p sin. 5f/) — sin. 3r/) sin. 5 9 d- sin. (p sin. S(p — sin. d(p^ J 


icleoque 


f‘ds sin. Q(p = (2 cos. 4f/) — | cos. ij<p cos. 8f/)) 

= cos, 4f/) — cos. 6f/3 H" ~~ cos. 8f/).^) 


50. VGrum in hoc iiogotio foriniilis supra diitis peniijus cciiGio possuiiins, 

cum oniin sit ^ ^ 

sin. = 2 cos, 2 (pj 

Grit primo pro partibus sGcundis littora h affoctis 

fd(p sin. (p^ cos. 6f/) = I cos. (W/>(1 — cos. 2(p) 

= l^ J l^cp (cos. 6(p — 2 I 

cuius intogralo manifosto ost 

= -i sin, G(/) — i sin. 8f/) — sin. itp. 

Doiude ob 

sin. (p^ sin. 6f/? = g sin. G(p ^ cos. 2(p sin. ^(p 

= sin. Gf/; — sin. 8(p — sin. 4:<p 

habebiinus ^ 

fh sin . &(/> — — i 00s. Gf/J -I- cos. 8(/) -|- cos. iip, 

quas formulas per litteram h niultiplicari oportet. 

51. Denique pro tertiis partibus litteva g ailoctis cum sit 

sin, (/ = I - 1 OOB. 2(/) + Y cos. 4cy), 

1 

i) 0 ■ 


1) Eulhuus hie omisit constantem 


A. K. 
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erit 

sin, (p* cos. 6 (^ = I cos. Gy - j cos. Sy - 1 cos. 4y + i cos. IO 9 ) + i cos, 2 y, 
undo iutegrando nauciscimiu’ 

j dcp sill, f/' cos. G(/i 

=- fg ^ sill. 8f/) — sin. 4y> -f ---- sin. 10 1/5 + ~ sin. 2f^. 

Deinde vero erit 

sm. (/ Bin, 6(/) = I sin, Gryj - i sin, Sy - i sin, irp + -i sin, lOy + i sin, iip 
ideoque integrand 0 liabebimus 

P<p sin. (p^ sin, 6 (p 

cos. {j(p *f cos. 8 f/) -f -- cos. 4fjP — cos. 10 1 /) — cos. 2 9 ). 

o2. His igitur colligendis ambae coordinatao iz: et y seqnenti modo ex- 
pressae reperiuutur 

® = I 2 ^ sin. + (-^ + A -I- siu, 

- ™ sin, 8 fy) + sin, lOcp, 

^ - 32 2¥> + COS, 4y - (-i + A + Ij cos, 6 9 . 

I & -f- C „ 

^ 9 ^ “■ cos. 10(p , 

atantem - in pnnia parte pro y ingressam omisiinus. 



METHODUS SUCOIRCTIOE COMPAEATIONES 
QUANTITAl’UM TEANSCENDENTIUM IN EOEMA 

J‘ 


PBg 


CONTENTAEUM INVENIENDI 


M. S. Aoadeniiiio exliib. (lio 3 Novembris 1777 

Comnientatio 676 indieis Enestuokmiani 
iiislitutiones calculi iutcgralis 4, 1794, p. 504—524 


111 Capito VI Sod). 11 InstituUomvm ineariim Calculi Integralis Tom. P) 
insigues traclidi comparatioiieB intor quantitates maxime transcenclentes, ad 
quas dednctus eram niothodo penitiis iudirecta. Postqimin igitiiv non ita 
pridem illustris de la Giunoe') mothodum maxime ingeniosam excogitasset 
easdem comparationes inveniondi, totiim hoc argumentum multo succmctius 
eb elegantius tractari poterit, quam milii quidem turn temporis licehat, imde 
sequeutia Supplouienta Geomotris liand displicehunt. 

HYPOTHESIS 1 

80. Denotet hie perpetuo character H : ^ valorem formulae integralis 

r ___ 

ita sumtae, ut evanoscat posito ^ = 0. Ponatur aiitem bievitatis gratia 

a + “h -1- 

1) L. Eulbut, InsUkiUonum ealouU inlegralis voltmen primim^ m quo mdhod/us integHimh a 
primis principiis usQue ad integraiiotian acquationum diffcycntialiiitn p} imi gt adiis pc ■ a 
Petropoli 1768; Leonumwi JHulkri Opera omnia, series I, vol. 11. A. K. 

2) Vide notam p. 1. A. K. 
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ita lit sit 












cuius singuli arcus OZ abscissis 03-=^ respou- 

dentes exprimantur per formulam II \ 3 =^ /'i£. 

j |/^ > 

atque haec curva ista iusigni proprietate erit 
praedita, ut sumto in ea pro lubitu arcu quo- 
cunque Ji'G a quovis alio puncto X semper 
. , arcus ACy illi arcui l^G aequalis geometrice 

abscuidi possit, cuius demonstrationem solutio sequentis problematis sup- 
peditabit. ^ 


Fig. 1. 


aits till ^ FG, inmmwra- 

i'G shd aeqimhs geometrice assignare, qiii singuli eidem (mil 

SOLUTIO 

»* “‘s 

quovis M-CU quaesitn YY ^ t em - -W. ,(/ — 77. A gimili modo pro 
imins 0 X = n'.x pf dv - = ot oy = y eruntcjue 

oun, aequalis esse debeat arcui = ^-.y - n-.x-, qui 

R babebitur ista aequatio 


satislleri oportet. 


n\y 


n\x^n\g~~u\f, 


Quoiiiam uuuffT ti’ c^f n 

to turn curvam vnvinl cousiderantur ut fixa, dum puncta X ei 

titiiiem — ®erentiatio nobis praebebit banc aeq 

■ ^ - 0. Quaro, cum sit per hypotbesin 


II: X 


=J^| et n-.y^j: 


lx. 

j/r 
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Pda 


VU + 2 + 0* * +a 
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exisfcente 

X = « -f jSa; + j'OJa; + et 7= « -j- + ^2/2/ + + ey‘, 

solutio probleniatis perducta est ad lianc aequationein differentialem 


dy dd) 

Yr'^Yx 


83. Eio iam niethoduin ill. Dii la. Grange in subsiduun vooaiitea statu- 


aolus 


dx 

yx 


dt 


eritqtLe -- === di. Hie scilicet novum elementum dt in calcnlum introducimus, 
quod in seqneutibus diiferentiatiouibiis ut constaiis tractetiuq tuiu igitui 
babebiinus 


et ^=Vy. 
dt dt 


Quodsi ergo porro statnamus 

V -\- =:p ot y-~(o = q, 


babebiinus bine 


Y=yY+vx et |? =i/r-yx, 


(H 


qiiarum formularuin productum praobefc 


djadq 

~Yf" 


= Y-X. 


Valoribiis ergo loco Y et X substitutis erit 

= fl{y - ®) -1- - Y + S{f - *”) -I- <;i/' - Y- 

Quare, cum sit 

» + (7 j p — <1 

2, 2/* — a;®=--i-2(3i)7)-|-22) 

yi _£(■* = -l-ps{pp -t- 22), 

LMoNHAJim Kui.iiiu Opovft omnia I21 CominontalioueB amilytioao 


erit 

et 


y — x 


27 
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[SOS-ZiDi 


quibus substitutis factaque divisione per q habebitur 

■f ff) + j (pp -]-qq), 
cuius aequationis plurimus erit usiis in sequent! calculo. 

84. lam sumtis quadratis primae aequationes dabimt 

quao denuo difFerentieutur, quern in finem ponamus brevitatis gratia 

dX=X'dx et dY-=Y'dy 


atque bine uanciscemur 


qiiibus additis erit 


'idox 


X et == F' 

;i/3 ) 


di^ 

^ = i' + r'. 


Cum igitur sit 

erit + + + et I^'=/J + 2yjy + 3ci'j/j/ + 4sj/», 

^dep n n , , 

= 2 /?-f- 2 j/(a; + 2 /) -f 3 d(a;^ + 2 /^) -j- 45(3;'’ + 2/®). 

Intruduceudo igitur litteras i) et g ut ante fret 

“: + !/■= A + = + <s? + y‘ = jp{pp + ^qq) 

sicque ista aequatio hanc induet formam 

pdp g 

g^s 2/? ~d[pp 

ac rmianebit postreina aequatione subtrahatur praecedens bis sumta 




dt^ 


qdi 


= SqqJ^ ^spqq. 



507—508] IN FORMA f 


Pdz 


y(A + gB«-i-0za + 2fl^M- A’z-*) 
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Hinc per qq dividenclo habeMmus 

1 ('_?£?£ _ = <S' + 2ep, 

qq. (f ^ 

cuius utnmique membrum manifesto integrationein admittit, si ducat, ur m 
elemeiitum 8p. Hoc enim facto aequatio integralis erit 


'qq^ 


= 0 -h -h • 


86. luitio autein yidimus esse |f = h hincqne statim perve 
nimiis ad aequationem. integralem algebraicaiii hanc 

= C-\- (jp -\- epp. 

qq 

Quare cum sit p=^cc, + y et 2 = 2/-®, haeo aequatio ovoluta flot 

= 0 -i~ dfo + yy+ H- yf’ 

{y - »)' 

ubi coMtantoin per integrationein ingrossani secundiiin indolem 

ita deaniri oportet, ut, diiin punotum .T incidit in pnnctiim £. pimctiim F 

in ipsum punctmn 6^' cadal, sive ut facto (o^ f bat 

87. Oum iaxn sit 

X + r „ 2 „ + /3(* + y) + r(*" + ’/) + + y°'> + 

Bi torininos d (® + 2/) + + 2/)’ in aiteram partem transferinms, porveniemus 

ad banc aequationem 

2k + ^(*+2/) + V + !/’) + 'y jaHig-V = a 

(2 - *)’' 

Subtrahamns antom insuper ntrinque y et loco 6'-, scribamns ^ hocque 
modo nostra aequatio reducetur ad banc formam satis ooncmnam 

2 « + fl f» + I/I + 2 y®*/ + + y) + 

-- ' (;/ - xf 


27 '^ 
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88. Quia nunc J ita cleterminari debet, ut sum to x^f fiat 2 / = si 
secundum analogiam statuamus 

^ i^t ytt ~\~ ^ et a pg ygg dg^ Eg['‘ ^ 

erit ista constans J ita expressa 

J ^ g) + 2 y/ff -f 6fg{f-\- g) + 2 sffgg + 2 ^FG 

{9~ff ' 

Hac igitur aequatione inventa si ip si x pro lubitu tribuatur valor quicunque, 
mde elici poterit valor ipsius y, ita ut alter terminus X arcus quaesiti XT 
pio arbitrio assnmi possit. Yerum facile patet istam determinatiouem iu 
calculos peiquam molestos praecipitare, quaudoquidem aequatio inventa qua- 
diatis sumendis ab irrationalitate YXY liberari deberet. Sequenti autein 
inodo ista investigatio sublevari poterit. 


89. Quoniam ista formula 

2c£ -f (](x + 2/) + ^y^y ‘Y y) ’iexxyy 

essentialiter in calculum iugreditur, eius loco brevitatis gratia scribainus 
bunc characterem [x, y], cuius ergo valor erit cognitus, etiam si loco x et y 
aliae litteiae accipiautur. Hoc igitur modo aequatio inventa ita referri poterit 

[a;, 2/] + 2]/Z Y __ [f, g]^ 2 YFG 

isf-ry 

quae eigo aequatio exprimit relationem inter binas ordinatas x Qi y^ ut pro- 
blemati satisfiat, hoc est, ut fiat 

Tl\y ^ n\x = Tl\ g ~ Il\ f. 

Quaie Cum bine etiam sequatur 

Ti\y^n\g^n\x-~n\f, 

aequatio liinc ista exsurget 

\d> y\ + ^Ygy _ [/; x\^ 2 Yfx 

{y-dY [x-ff 
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Fdg 


y{A + 3 B J -1- Ci J •(■ 3 + ■?!;; *) 
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90 Ex Iiac iam aequatione cum priore coniuncta facile eliminari poterit 
formula raclicalis 'VY sicquo aequatio habebitur tantum litteram y tauquam 
■ cognitam involvens, unde eius valoi’ hand difaculter deflnm potest. Calou- 
lum autem hunc instituenti patebit tantum ad aequationem qimdraticam 
nprveiiiri ita ut bini valores pro puncto T reperiantuv, quemadmodum rei 
natura pistulat, dmn sumto puncto X altorum punctum Y tarn dextrorsum 
a'nam sinistrorsum cadere poterit, Hinc autem calculo fusius non immora- 
Lr, quandoquidom bic potissimum est p'opositum totam hums problematis 
solutionem per motliodum directam a priori repoteie. 


HYPOTHESIS 2 

'• 91. Constituta super axo o, (Kg. 2) curva OZ in priori hypothesi 

descripta concipiatur super eodem axo alia f f 

comparata, ut abBCiBsae ^ respondeat arcus - 




-p 


+ 93g_+ + etc.) 


integrali Iioc pariter ita sumto, ut ovauescat posito = 0, existente ut ante 
a ~\- '-i- 

Pro numeratore autem ponamus brev.i- 
tatis gratia 

-h 93^ -h 'f 

ita ut sit 


cp : ^ 


■j 


■s»« 

yz 



92. Ista iam curva hac se 

praedita, ut, si in priore curva rescissi ^ hoc modo re- 

aequales, produotis iisdem applicatis in nova curva ar j ^thmos 

u .. nt <««--•> 2 :-" '.‘“1 . 

et arcus circulares assignan possit, cuius lei 
problematis demoustrabit. 
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PROBLEMA 2 

93. Si in ciirva seczmdmn primam hypotliesin descripzta abscissi fuerhit duo 
arcus aeqziales FG et XY Usque in curva modo descripta respondeant arcus 
et 36^, quibus scilicet eaedem abscissae in axe conveniantf diffcrentiam inter hos 
hinos aretts investigare. 

SOLUTIO 

Quia igitur hie quaeritur differentia inter arcus st 3£D, ponatnr 
ea = P, quae ergo spectari poterit tauqnam cert a functio ip s arum x ot y, hi 
quidem puncta g et © tanquam fixa consideramus. Cum igitur sit 

arcus ^ :g — F:f et arcus = fp : y — 4^ : x, 

habebimus 

cp : y — ip'.x = <T>:g~ (P : /’ + P, 
unde differentiando habebimus 

^ dy _ 

yf yx ’ 

quia litteras f et g pro constantibus habemus. 


94. Ponamus nunc, ut supra factum est, 

yx yr 

et liaec aequatio iuduet istam formam 

{^~^)dt = dV. 

Yeruiii in solutione primi problematis deducti fuimus ad banc aequatiomnn 
ffualein 

^^=C+3p + spp, 

unde fit 

~ = y(G + + epp) = y(J 4 . ^ -p -p epp), 





+ dp + spp)’ 


atque bine colligimus 



ubi est 

similiquG Biodo 
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ubi est p = » + et 2 = !/ - Hoc ergo valore inducto aequatio differen- 
tiaUs resolvenda ost 

~ jy'(z^ + y + lii) -I- ‘PP)’ 

^ ^ §[ 33^^; -|- {^X(C + "h gIc. 

SJ] := si[ _j- -\^ ^yy -1- + etc.; 

quousque libuerit contmuando, 

95. Qiiodsi iam hoa valoroa subatitiiamus, habebimus 

sg _ se = S8(?y - ») + - ®’) + ®(2'”- 

unde, si loco » ot y introducamus quantitates 2) et 2 , ob 2 

orientiir sequentea valores 

96. Quantitas ergo F per sequentoB formulas iutegrales secundum nu- 
merum littorarum SB, S, ® etc. determinatur 


7»=?3j; 


dp 


1 C i^PP (l^dp 4 - f- pijPPjjiMl?^ 

+ T®/i7(4 + 7+ «2> + «w) ^ + y + ^J> + 

1 CC + etc. 

is"J y(2 + r + <ip + ‘‘PP) 

■braice, quod evenit, si « = 0, sive per ™ ^J^tivus, Beli- 

positivus, sive per ai'cus oiroulares, ^ to 01 p 

quae vero formulae exigunt rela ion iiares ipsius q iu bas 

gabimus. Hie tautum notetur potestates solas pares rps 

formulas ingredi. 


pdp 



I 


21(1 MKTIIonii;! ;;i;(riM''['i()i; I'l tMiv\ h 'N i * jl \ nti’i ati' M i, ,., 

I ‘M (1 

()7. Ilir, inif.nin liMnni / valuivm ('uiiMnul .-in .l.'aitfiuil . ,|iu.|n 

Hiiprii inin iloliniviiuiiii, i|Mi mal 


! ’!« I /(</' I ,'/) f 

rnininrnii vnrn tinhnil 


i fV.f/f/ \ 


Vi 




*/' i // '/*:,/ •/» : t/ / 


nvidniia nal, cumii, .|iin / n| ,/ j .j.,},,.,.- J tr 

illiid inh^gnih'S |M'n (' iiivnulin- ili, r;i|n .l. iM-lMin! . nt 
//■'//■■/' vnlnr ipMiuM I' I'VMiu-snil . 


.(tnniiulii (-III I’di iHiiliui 

T"' *('* y‘ /'I !i nl. 


n n I ( j rM ,>( na i 1 1 ( ; A \ I ) A 


i I J I I - ' .-i I', I I |> 


!W. Quia iaiii iiivniUMiia. i.r,|iii,l ionan, liullaiu inl,T , ..| ,.v ,.a ,ni,„nm 

ll.l/l n . . 1 / . , . . . ’ ‘ ' 


potiniuln // 


I'l'lui i 


'■ iulni lilli-iii.’t p (-f if ili'ri\iU'i [iu:i;;n(,| 

vonim la,a ralrulna |,n„( „la, v,„ al„un via,,, i,,,.,,- 

imm ihIjiih ,,,v ,liir„i„„lia|i|„v, 



‘ ;» > u J >■ 1 

oil 

» '/ '1/ . .1 


: v;/ 1 A : I 


HUpra aul.nni invaiumuH naan 


I )' ! I A , 

'V )/)■ j\' 


i- i' I I'.V 

II I ( / I I 'J/i j ' 


"i'i •/ 'WIkIoiii , 


(Uiiin itUMln iiiili* «li‘liinvinm!i. 


Nvnid igitnr IVnctin nn, i„vn 


invniila Mupra i*t inlVa mull iplicnlur [lur 


“h l^X, (‘ 1 ; i‘iini nil) 

(iv I / 1 .. , 
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habebimus hanc aequationem 

dp qq(J + r-h^P±l^ 

cuius denomiuatorem iam supra § 83 eyolvimus, irbi invonimus osse 

Y-x^fiq + rpq + 1- <hispp + <11) + -i' 

quo valoio subBtituto orit 

dp q{^+J>^±_^±niP) , 

Ji ^ Fi-Ti> + -i- 

quae reducitur ad hanc form am 

('2/3 + ^yp + gj) + . 

’^qdq = -I- f + 57+ sp'p 

100. Transforamus teminos, qui continent 2 ff, a doxtra in simstram 
partem, ut obtineamus banc aequationem 

</23?>(i'5 + ni) + ^ri+A^M±.‘iSM . 

- -jYr TWVoip ~ ■ .d'H- y + sp + Bpp 

Mombrum hums acquabionis sinistrum integrabile rocidi ^ 

funotionem ipsius p, quao sit = U, multiplioetur, quando fueut 

dlJ + Bp) 

ii ^ -\- y + + ^PP 

quae aequatio intograta dab 

m==-YK-'J+r + ^p + <’PJ’)- 

Sicque erit inultiplicator iste 

1 . 

y^+7+ d- s^ypY 

turn autem integral e qnaesitum erit 


y{/l + y + ^25 + ^pp) 

I.«0H.unDi Em.EHi Opera omnia I^i OommenUtioncB analybicao 


(zl + y + ^'P + ^PpY 


28 
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101. Hoc iiostremum integrale manifesto coiitinet forinam 

vv 

]/(z/ + y “P ^25 + spv) 

quippe cuius differential e est 

+ 2 - f l ^pp -h dp , 

(^ _)_ y _p §2) + spp>)^' ’ 

quare integrale ita potest repraesentari 

gg PP_ r (2 /3 - 2^p)dp 

Vi^ -\r y dp + «pp) -P j; q. $2) + spp) J .p ^ q. q_ 

quod postremum integrale statuatur 

?w -p np 

y{zl + y -f- dp q- spp) ’ 

huius enim differentiale est 


ideoque fieri debet 


((// + -p — sm )pi) dp 

(^ + y -f dp -P £pp)t 


(z/ + p)u _ 1 2/? et y — em ^~2J, 

unde deducuntur valores 




— 8^^ -p 8/36 + 4^d 

dz/e-piye — dd 4:z/£4-4y6 — dd^ 

quarum fiactionum loco in calculo retineamiis litteras m et consequenter 
adiecta constante aequatio iutegralis ita so habebit 

gg ~PP + 'iip “1- m -|- Gy(^J + ^ -f" ”f" f^PP)' 


^ 102. Ista autem coiistans ita deflniri debet, ut posito p = f + g fiat 
i — 'J — f, Bx quo quantitas ilia constans ita determinabitur 

(7=: + »(/’ + /y) + m 

y{z! -P j; q- d(/’-p g) + s(f~^g)^) * 

oigo Yaloie iuvento facile assignari poterunt valores non solum ipsius 
/?’ . . potestatum parium etc., quibus indigemus. Atque 

igi 111 pio inveniendo valore ipsius V alias formulas integrales non 
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516 — 517] IN I'ORMA J + 

r«“ i'ci™ «r*i i»« m™ »‘ 

omnia integralia algebraice expiimi posse. 

103. Quodsi ergo pro priori curya OZ fuerit 

r d 0 


pro altera vero curva 


^ ‘ ^ J V(7h- ^ «*) ’ 


1» p« ™ f 

mS.! « p»‘-. *— 

abeat, id quod quidem semper evemt sumto ® - /■ 

,04. ve» .«4. “y-” “r 

SUTerepli* in. r JlJilii"" ^ toptm potMl»»* 

habebit, quando tarn in denominatoio quara m ^ 

" ipl . 0—*. »•• 






pro altera vero curva ^ , ru a l 

0 : 0 = J ^ ^ s0^) 

turn arcuum in altera ourva S ® ^ ^ 

-2=. r.rA-’-p"* S-‘ “ 

tarn in Calculo integrah^) qnam alibi) fusins poi i 

quantitates im>mmclcn^mkr Opsm omnia, sorias I, vol, 20, A. IC. 

acad. so. Petrop. 7 [lioojJ)^ iiox, i , 
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105. Ad hoc osteudeudinn, quia habemus tarn d = 0 quani /3 = o 
prinio erit 

n =PP + + GV{J ep2^), 

ita lit hie taufcum potestates pares ipsius occurrant; turn autem pro litter is 
germanicis © etc. formulae integrandae seqiienti modo se hahebunt: 

Pro littera (5 

r pgp ^ 

G -I- y + £pp) ’ 

quae per se est absolute integrabilis. 

Pro littera © 

rp(pp + q(l)dp 
V(^ + y + epp) ' 

quae loco qq siibstituto valore iuduet banc formain 


r p{2pp 4 - m)dp 
V{^^y + epp) 


+ Gfpdp, 


ubi iutegratio est manifesta, quod etiain iisu vonit pro sequentibus formulis 
litteris ^ etc. afi'ectis. Evidens enim est, si ponatur y{J-\- y Bppi) = s, fieri 


ideoque 


ss~J — y ^ 53s 

6i p8p = 


psp 

y{^ + y + Bpp) ^ ^ 


qua substitutione omnes formulae integrandae Hunt rationales et integrae. 


Hum autem iste posterior casus iam satis prolixe sit tractatus ac 
mplis a rectificatione ellipsis et hyperbolae desumtis illustratiis, 
uiisLis prior, quo tantum erat e = 0, eo maiore attentione est dignus, quod, 
quan um equidem scio, a nemine adhuc est observatus, cuius ergo evolutio 
6 uic methodo unice accepta est referenda. Quemadmodum autem 
^ ( ec ucta sunt ex relatione inter p) et q, ita etiam relatio elegantissima 
po es inter has quantitates p==x~\-y et quam hie subiuugamus. 
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1 1 8 — 15 1 9 ] IN EOlIM A a j, ^ h f + 

ANALYSIS PHO INVESTIG-ANDA RELATIONE INTER 2 ^ El 


107. Hie pariter primo m 


relationem inter dp efc iiiquirnmus, et 


cum sit 

ob Sx-.dy^VX'.VY erit 


et sumtis quadratis 


dii^ 


dp 8 a; -h dy 

dii ydx 4- ' 

yx+XL 

7u 'yyx + xYY 

x+r + i.t?A.... 

YYx + xxr+ ‘ 2 xyVXY 


Supra aiitem vidimus esse 

(Vz + y t)' y ‘'1“ 


.<( 4- B(* + !/) + 244!/ +i3i4 + 

J (y _ a)* 


undo fit 


2 l/XT= Jqq - 2 « - / 3 i) - S/M - ®““ - 

quo viilore substituto aequatio nostra oiit 

qqi/I + yj;Wj_+„iOT 0 . 


h - ,7irx - /ii.» - 2 r«« - ^ 


108. Hio antem snbstitutis loco X et T Taloribns habobimns pnmo 

yyx + .. r= + rj) + + ’i) + 

-i- + 2/2/)> 

quae ob aJ + 2/=i^> asy = w et a;a; + y?y 

J,,z + «r = - 2 ») + / 3 ^>» -I- 2 r»“ + 

unde totus denominator reporietur fore 

4tt) -p f-%m{pp — d«) -H 
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METHOD US SUC^CINOTIOR COMPARATIONES QUANTITATUM |Y)10-fi2f) 


quare, cum sit nostra fractio erit 

^ + epp 

du“ ]jti « -j- smi, ’ 

unde sequitur haec aequatio separata 


. 

V{zJ i- y -j- dp + spp) ]/(« + -j- FAiu) ’ 

unde clediicitur hoc 


THBOREMA MEMORABILE 

109. Si inte) binas variabiles x et y liaheakir haec aequatio differcntiails 

dy 

]/(« + /3» + Yccx + + sie*) ~ yts^'y VmTs^+ey')’ 

turn posito x-{-y=p) ct xy~u intar has variahiles p et u semper locwm hahdiii 
haec aequatio diffet'entiaUs 

du 

-^-y -{• dp-\- spp) y{a-\~^u-^8uu)' 

ubi ^ quideui est constans avhitTaHa in aequationeni posteHovem ingressa, conliv 

vero eham prior aequatio continet constantem arUirariam 8 in altera non ocw- 
re?itent. 

110. Aequationis autem posterioris integratio in promptu est. Si cuini 
u rmque multiplicemus per Ye, iutegrale per logarithmos ita exprimitur 

lipYe -h — -f Y{^-\~Y + dp + Epp)^ 

= I Yb + ^ -f Y(a + Ju Euufj -j- 11' 
ideoque integrate ita algebraice exprimetur 

+ + Sp -I- epp) = r[su + I J -I- Ye (a + Ju + auu)) ■ 
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520—521] IN rOlli'I. ,/ i/( j .j . s n t H / 'f j - 1 - ‘■i D JJi*) — 

Tjbi constans ista J’ facile definltur ex conditioiie, qaod^ posito * = f Ren 
Jit y^g, hoc est, Ut poeito p = S flat n^fg, qmppe ex qua condi- 

tione constans prior // iam est definita. 

Ill, Quo hinc iam faoilius sive p per « sive « per p definm possit, 
notetur esse ^ ^ spp) 

-I- 

1 stf ' + M . 

,1.// ^ '[/£(« -]' “h 

Hinc igitur per inversionein sequens aequatio resnltabit 

+ !• - y.K± r + * + «) . J, , 


sive 


up -\- - iJ y ^ ^PP) 


^ li'fi' " fi . (fiw + ^ Ve(« "h 

ex quihus duahus aoqnationihus sine alio negotio si.e p per « si.e . per p 
exprimi 


m Hoc igitn- mcio loc« I P» '' 


dp 


l 7 (J+ r + ■*? + 

substitnatur formula ipsi aequalis 


du 


l/(a + + Sim) 

4-*4-na V fipri "Dotest algebrSiica, non 
Yerum lioc modo casus lUi, auibns certi erlmiis tarn 

tarn facile patescent; interim (^ = 0 et in serie 5t, S5, 

casibus, quibus c = 0 , quam, quo ^ ' jj^tggi.ationes algebraice siiccedere 

tantum potestates pares ocourrun , 



m 


METHODUS SUCCJNCTIOR COMPARATIONES QUANTITATUK 


[521-520 


debere. Coronidis loco adbuc aliam relationom inter quantitates p et ii m 

vestigemus, cuius oontemplatio insigne incrementum in integratione aeaua' 
tiouum polliceri videtur, ^ 


ALIA ANALYSIS PBO INVESTIGATIONE BELATIONIS INTEE p ET u 
113. Cum sit, ut ante vidimus, 

ep ^ /X + y r 

8u ici/r' 

nuiltiplicemus supra et infra per VX+Vr, ut numerator evadat 

-j- yTy= p 4- i^p -J- epp); 

turn autem deiiominatov prodibit 

yX-\-xy-\~{x~\^y)yxY, 

nbi denominatovis pars rationalis dat 


^f:fxy-^yxy{x-\-~ij) + ^xy{xx-\-yy) -f- 8xy{x^^ 

quae expressio ob a; + « == ^ ^ . 

' J y X — qxj xy ~ li abit m 

up + 2/?M + ypu + s^^{pp — 2i() + spu{pp — 3«(). 

Deiude ante vidimus esse 

2a ^yu — ■ dpu — ■ 

quod ductum in et superiori addituin praebet 

2 - -2 - 4w) -}- _ iu) + 6pu(pp — 4«), 

quare denominator ob — 4 ./ — i i. n 

PP u gg mduet banc formam 

lunc aequatio erit 2 

^P id 4' V ■ 
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522—523] FORMA j ^ ^ — — — — - — 

uucIg deducitur 

sp (I - 1 /? + i «) “ »» (^ + r + ’ 

™ae ergo certe ost intograbilie; id quod acleo inde patot, quod altera varia- 
bilis « nusqimm ultra primam dimeiisionem exauigr. 

114, Yerum adhuo alio mode relatio iator i- ct « investigari poteet; 
scilicet aequatio primo inventa 

dp __ 

du y’^jL "p £33 ]/ A 

si supra et infra multiplicetur per Vr-YX, dabit 

— 

8m " ZyX^xY^h yXY(y-x) 

TSfimc igitur pro numoratore liabebimiis 

IS^ + ypd + SaiPP - «) + 

Pro donominatore vero pars rational! s ent 

— aq + yS« -I- ~ 

pars vero irratioBalis 

i ^2* - «2 - |9i>2 - y 2“ - 1 '^^2“ - ««““> 

nnde totus denoininator conficitur 

r^2“-2«9 - t/32’2 + ¥‘’'3’®“ + 

unde sequitur haec aequatio differentialis 

B-\-ypY 

Tu “ f^Tpir- ^ 


quae in ordinem redacta ita se habebit 

L»o»,a.m Opera omnia le, Commentatione. aaaljtioao 


ay 
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METHODUS SUCCTNGTIOR COMPAllATIONES INVENIENDI 


— 4?0 — 4 « ^pu + 2eic{pp 2t()) 

= 2d2i{^ + ri? + — ^0 + spipp ~ 2ti)), 

quae iam ita est comparata, ut nulla via eius integration ein institiiendi per- 
spici queat, etiamsi eius integrate revera exliibere qiieamus. 


115. Alio insuper modo relatiouem inter p et u clefinire licet, si 
aequationis 

yyx + xYY 


posteriiis membrum supra et infra inultiplicomus per yYX—xVY, ut prodeat 

V X Y 

yyX — XX Y 

Nunc enim denominator evadet 

apq -{- I3qu — ^qtiu — epquu. 

Pio mimeratore aiitem pars rationalis praebet 

. TPi' — ^pqto — Bq2t(pp ~ ti) 

et pars irrationalis j 


^ 1 

j^q^~aq — jfyq — yqtc ~~ — dpqu ~~ Eq%m\ 
totus igitur numerator erit 

— — '~§pqti — eqiipp 

ideoque 

^ ^ ~ appu 

giY0 — dmi — epuu 

Amt — ==. __ 

J non patet, quomodo multiplicator hanc aequationein inte- 
investigaii debeat, unde nullum est dubium, quin ista con- 
iium ad limites analyseos prolatandos conferre possit. 



EXEMPLA QTJAEUNDAM 

MEMOEABILIUM AEQTJATIONUM DIPFEEENTIALIUM 
OUAS ADEO ALGEBEAICE INTEGEAEE LICET 
ETIAMSI NULLA YIA PATEAT 
VAEIABILES A SE INVIOEM SEPAEANDI 

Convont. oxbib. dio 19 Jaiiuarii 1778 

Ooiumoiitatio 711: indicis Enestrobmiani 
N ova acta aoaaoiniao soioiitianim Potropolitanao 18 (1796/6), 1802, p. 3-13 
SuinniariuJR ibidem p. 53 54 


SUMMAIUUM 

On conceit bion, at lo nom do I'Autoni- on ost garant, qu’il n'est point qneation iei 
le os. dquations difflcilos b sdpavov. clout on pout, pouv ainsi diro, dovmei- los mtegvalo , 
n dos int&ralo. partioulioi'os do paroillo. Equations. Oe aoi'oit it la vento tin sujet ft , 

:l 

comiiOtto, on qiiolque mlegi^lo we. , J ’ 

li N, P, Q, S ol V ddsiguont dos fonctions do * ot j/, ot quo + 

I'dqua’tion’flnio F~ 0 salisfnit a I'dquation diffii'ontiollo 

dx(FV + MS) + + J^S}=^0, 

mais quo cotto fonotiou F, qu'il soroit do tfouver pour obacpio dquation proposes, non 

seroit qti'uno intogralo partioulioro. 

L'iutontiou do foil M. Eumh a dM do 1’™^™ ^ 

reutiolles qni so rofusent S, tontos los mot tocos ‘ ^ jjaieiUes dquo- 

on pout donnor loo intdgraloo oomplottos ot utdiuo alg bnquo , 11 dedu t 1 
tiouo, aveo lours intdgraloo algdbriquoo, do Pdquation difforentiollo 


dcB dy 
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EXEJIPLA QUARUNDAM MEMORABILIUM 


1 


oil 


X == a 2lix -i- yxx et -\-yyp + 23i/ 6y\ 

dont I'integ-rale complctte, qn’on pent encore representer cle differontes autres inaiiieres, c-: 
VX 4 - Vy j, 

x — y~' = 7 (2 A + 7 -h 2 d ix -\-ij)-\-s {x + 

X dtaiit la constaiite arbitraire iiitrodiiite par I’integratiou. Cette ineine equation est dor 
anssi I'integrale coraplette de lequation differeutielle 

ox(a + 2 fly + yyy + 2iSf + 52,*) + 3K« + «* + >/) + r*y + <y*</te + »/) + 5 ,r.i,!, 2 ,)-JJj,(, 5 -„^ 

hansforme-e cle q«i cloime et d'oil i-feulte la precdclente, ea mclia.e 

a la place de X et T leure valeure. 'O'est oette intdgralion qui sort de fondemeiil a o,- 
Memoire et qni a fourni a feu M. Buum les exemples qui en font le sujet. 


1. Facile quidem eat huiiiamocli aequationes, quotquot lubuorit, exliiben*. 

fnrHn\“ assignari queaiit, Si enim pro F accipiatur quaecmiqu.. 

tuncfcio bmariim variabihmn a? et i/, ita iit sit 

evidens est huic aequationi clifferentiali 

c?a;(PF+ MS) + NS) = 0 

semper satisfacero aequatiouem finitam 

F^O. 

particulars. Praeterea vero si eiuemocli 
tavTi? potest liaud difficulter ista funotio V vel diyinando 

censendae I-Ii'o wi'smodi aequationes panim in recesau habere .sint 

iutegr:;^" orestlotr ZflZt 

niMloiiiinns earn, integralia completal;:: Z^blt ^ 
^^^‘-‘io- -Jedi^cere licet ex hac 
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ill qua est 

_ K _|- 2/?^; + y in'X + 2 (fd'P -|~ et 7 = a + 2/% + /y y + 2 + £2/^ 
cuius iutegrale completum liac aequatione fmita exprimitur^) 

I, tl±ll = |/(2A + y + 2(y(® + y) + c(ii; + yf) . 

a; — y ' 

ubi A clenotat constantein arbitrariam integratione ingressain, quod ergo inte- 
grale otiaiu lioc uiodo exhiberi potest 

II. ]/Xr= l{(t> — vY — ci — -V y) — y%y-~dxy{x + y)~exxyy. 

Quin etiam irrational! tatem penitus tollendo hoc iutegrale sequentem induet 
formam 

III. 0 = AA(fr — ijY — 2A(« + + y) H“ -b dajy (a; + y) -f exxyy) 

j^(^l3p^ay) — 2a^(x-\ry) — ciB{x-{^yf--^(3(yx)y~2l3Bxy{X'\-y)~^{^^~r^)^^yy' 

Hinc iam sequentia exeinpla evolvamus. 


EXEMPLUM 1 

3. Omn ox aeqimtione «t ^^ = y|. habebimus 

8 ® yxy. 

ubi Bi valores pro .r et VXY ex forma intogralis secunda substituamus, 

piodibit ^ ^ - tt - 13(® + y) - + !/) - 

K + 2 /3y + )■!/>/ + 2 V + SJ 

quae more solito in ordiiiem redaota banc induet formam 

+ 2/52/ + ^2/2/ + 2dj,»+ 

= A^y(a; — y)®, 


1) Vido p. 18 Gb 211. 


A. K. 
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EXEMPLA QUARUNDAM MEMORABILIUM 


CUIUS aequatioms ergo iutegrale est aequatio finita, quara sub triplici forma 
exhibuiiuus. Quouiam autem in hoc iutegrali nulla nova constans occurrit, 
quae in differ entiali non insit, hoc integrale tantum pro particulari est habendum. 

4. Interim tameu haec aequatio differentialis iam ita est comparata, ufc 
nemo certe euis integrale divinando elicere potuerit, cum .sex quantitates 
c iversae ibi occurrant. Quin etiain si quatuor adeo litterae evanescant, tamen 
integrate adhnc satis absconditum deprehenditur. Yeluti si sumainus 

oritur haec aequatio differentialis 




I U yj f 


cuius ergo integrale ex prim a forma erit 


2]/tf 

a)~-y 


-1/2A 


sive x~y 


1/2, 


sive x^y 


1 / 2 , 


qui valor utique satisfaoit, aed tantum particnlariter. Pro iutegrali autem 

comp e 0 mveniendo statuatur x y = v sive x = y-\- v, undo aequatio dif- 
terentialis evaclet 

Xvv — 2 « ’ 

lius ergo integrale coinpletum sive a logarithmis sive ab arcubus circu- 
iaribus pondet. 

.. ^ona-mus nunc esso -= b=^{) et aequatio nostra differen- 

tiahs ent . 

2^ydx -\r I3(x y'jdy = X3y(x — yf, 


cui ergo satisfacit hoc integrate ex I forma 




^^Vooy — X(x — yy — i3(x y^ 


vel ex II forma 



AEQUATIONUM DIFFEEENTIALIUM 


Ilia autom forma praebet, 

Vx-^Vy=-{x~y)]/j, 
quae divisa per Vx-[-Vy dat 


hincque 


1 = (Yso — Vy) Yj sive Vcc^^Vy 
ij; = y -{- 2 Yj y + 


ideoque 


dx - dy 4 


syVj 
V^y ’ 
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qui valores substituti aequatiouem identicam producunt, 

G. Cum igitur iati casus simplicissimi iam profuudiorem mdagatiouem 
requirant, liino ovidentlssime olucet, si omnes sex littei-ae in calciilo relm- 
quantur, turn nominem certo imqiiam eins integral saltern pavticulare esse 
erutiirum; undo haec ipsa aequatio geneialis 

rte(« + 2/?iy + yyy + ^^y" + ‘‘2'*) + + /5(* + y) + r *» + + '**®*'^) 

^Xdy{<G — yy 


Omni attentiono maximo digna videtnr. cum ems mtegrale, licet 
sit ipsa aequatio supra § 2 assignata sub tnplioi forma, In 
autem exemplis huiusinodi aequationos differentiales proferemns, quarnm adeo 
integraliu completa algebraic e exbib eri queaut. 


EXEMPLXJM 2 

7, Cum sit dx\ dy 

dx + dy l/X-bV^ . 

ico~~~dy^ VX--VY 

lam haec fractio supra et infra multiplioetur per VX + VY fletque 

8* +81/ (i/x+ yy)* 

“l-r ’ 
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EXEMPLA QUARUNDAM MEMORABILIUM 


[6-7 


cuius niimemtor ex prima forma integralis est 

(a; f + 2d'(a; -j- y) -j- e{x -(- yY)] 

denominator vero erit 

2/3(a; — t/) + ^(a;a; — yy) + 2d(a;' — y^) + s{x^ — if) 
siccjue haec fractio per x^y deprimi potest, ita ut habeamus 

^ (^-y) (2A + y+2(y(a; + ^/)4 - B{X -f y)^) 

ox -dy 2 /5 + y (a- + y) + 2 S{xx -\~xy -\- yy)f b{x + y)X^'^fy) ' 

cuius ergo integrale pariter erit ipsa aequatio fiuita supra assignata; quae 
cum praeter quantitates constantes in ipsam aequationem differentialem in- 
gredientes, quae sunt /?, y, d, e et A, insuper litteram a contiueat, utique 
pro mtegrali completo est habenda. 


X ^x^xxiwxxx xouigcuilua, pnmo earn lu nanc 

lormam convertamus 

^ A + " y) + ya; + dA(2 Aji-J/;) 4- 8xx{x + y) 

oy K^~y)—(i~yy — dy{2yf x) ~-syy\x + ^ ' 

Nunc igitur fractionibus sublatis proclibit haeo aequatio 

I ).Sx{;c - y) _ (jSx - yySx ~ dydx{2y + x) — eyydx{x + ;(/)| 

\--ldtj{x -y)^jjSy_ _ Sxdy{2x + 2/) - exxdy{x + 2/)| “ 

sunvfl ai^ iutegiale oompletum est ipsa ilia aequatio Anita, quam 

arbifrino oima lepraesentavimus, in qua Ixttera a est constaiis 

potent cgiatiouem ingressa, unde ex tertia forma integrale ita referri 

_ f + r + + y) + a(. + ,).) = a(» - yf _ 2A/J(. + ,) - iXrxy 

+ y) 2Xsxxyy 2§d'xy ~ 2^Bxy{x + y) + {SS-ye)xxyy 

sive 

~ ^Xexxvii\ 

2^ + y + 2(y(A+2r) + £(^ij::^ 

— 2 (a -f If) -j- (A ^ yE)xxyy 
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9. Quia in hac aequatione plures occurrmit litterae, scilicet I, /?, £, 

contemplemur primo casus speciales, quibus duae tautum litterae occurruut 
reliquis ad nihilum redactis. 

CASUS 1 

QUO = 

10. Aequatio ergo differential! s erit 

— y) — ldy{io — y) — = 0 

X{o} — y){dx — dy) — + dy) = 0, 

cuius integralo sponto prodit 

X{iv> — yY — 2/i(a; + y) = Const. 

Oeueralis vero integralis forma hoc casu praebet 

1 l(a; — yY~ ^ + . 

CASUS 2 

QUO /? = d = 6 = 0 
Hoc casu aequatio difforentialis erit 

ldx(;x> ~~y) — ldy{x — 2/) — yi:y^'^ + ^ 

cuius integrale pariter sponto se offert, quandoqmdem erit 

A((K- 2 /y- 2 ;^a;j/ = const. 

Ex forma general! integrale lit 

“ “ 21 + y 

Quin etiam si fuerit tantum d = e = 0, qui sit 

CASUS 3 

aequatio difforentialis erit 

- y){dx - dy) - §{dx + dy) - yiydx + *^2/) = 

80 

Ueoniiardi Eui.ehi OpGVd omuia lai CommoiitatiouoB analyticao 
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EXEMPLA QUARUNDAM MEMO.RABILIUM 


cuius iutegrale est manifesto 

~ yf — -\- y) — 2yxy = const. 

Forma generalis aiitem praebet 

.. _ ll{x - yY- 2 l(i(x + ?/) — 2 Xyxy + /3/3 

IT-f-y 

ubi consensus est manifestus, sicque, qiioties ambae litterae et e evanescunt, 
res nihil plane habet in recessu; veruni si litterarum 6' et e vel altera 
tantum vel ambae affuerint, eiusmodi oriuntur aequationes differentiales, 
quarum iutegratio per methodos usitatas non parum difficultatis involvit; 
huiiismodi igitur casus hie data opera evolvanius. 

CASUS 4 

QUO [j ~ y = =: 0 

11. Hoc ergo casu aequatio differential! s erit 

X{x - y)(dx ~ By) — dydx{2y x) — dxdy{2x + ?/) = 0, 

CUIUS iutegrale ex forma generali resultat 

a ~ ^ ~ — 2 Idxy (x + y) + SSxxyy 

cuius veritas ueutiquam tarn dare perspicitur quam casibus praecedentibus; 
namque posito brevitatis gratia A = ut habeatur haec aequatio 

n[x - y)[dx ~ dy) ydx{2y + rr) + xdy{2x + y)', 

s pii^is membrum sponte est integrabile Mneque etiam, si multiplicetur 

p 1C lonem quameunque x y, Yerum nulla huiusmodi functio datur, 

. , ^ pos eiius membrum integrabile red datur. Ut autem more solito in 
eius iutegrale luquiramus, ponamus 

x~[-y^p et x-~y = y^ 

et 

^ 2 ’ 


ut sit 


2 
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AEQUATIONUM DIEFERENTIALIUM 
atque aGcjuatio nostra induot hanc forinam 

ngdq = dp{^:pp + qq) —pq^q. 

Ponamus liic qq=^v, nt sit 2qdq-^dv, et aeqnatio nostra erit 

2ndv -\- 2pdv — vdp = ^ppdp. 

Ill qua aequatione quia v unicam tantum habet dimensionem, ea methodo 
consueta resolvi poterit; divisa eiiiin per 2n + 2p praebet 

^ 2?H- 2ji) in-\- 2p 


12. Constat autem hano aequationein generalem dv ^ l^vdp Qdp, ubi 
P et Q sint fimctionos quaecunque ipsius p, integrabilem recldi, si ducatui in 

turn enim integralo fit 


fpdp 

e V 


> frDp 
G 


Q8p. 


Hinc autem pro nostro casu habebimus 

-1 


p = 27r+2p ^ ^ ~ 2n + 2p ’ 


quamobrem fiet 


fpgp = - i( 2 « + ‘ 2 p) + I «2 = - I l{n + P) 


ideoquo 


fPdp 


ergo aeqnatio integralis erit 


y(n -I- pY 


pp'^p 

l7^ p) 2 (« +pY 


1 1: 

•>.j 


Pro postremo membro ponatur 

^ sive p = — n 

{n 


eritquo 


30^ 
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ii |i> 


turn vero fiet 


P V^P ^ + nn) 


2zzdz — And^ ~\- 


2nnd^, 

811 


cuiuB integrale est _ 4«. - ??»; oonsequentor nostra aeqnntt.. i.,!,- 
gralis erit 


— ^3 r- , 

- — z — ^nz 1- constp. 


sive 


]/(« +;}) 


quae aequatio rediicitur acl hanc I’ormam 


3nn 


y{n + ; 5 ) 


H- G, 


v — I 


sive 


V- ~r — uvqyt ~rp)~~ onn + U V{ 7 i p) 


V 


PP 4:/^^) — %un -}- OY^n '4“ i?)- 


13. Erat autem v = qq sicque iutegrale nostrum erit 
QS ^PP — ^np ~~ %nn + Cy{n + p). 

At voro integralG supra datum si pariter ad quantitates p &i q roiliinilur, 
in nauc lormam transmutatur 

nnqq-r^lMrrn) , to-g?) ’ 

-i- =. — ? - inp(pp - qq) + {pp — qi/f 

>^+P ' ''i^^Tp) ■ ■ 

Ex forma autem inventa constans arbitraria C boo modo deflnitur 


cuius quadra turn praebet 


n PP ^ Q.g.~ ^np ~ ^nn 

y{n +p) 


GQ^ — gg)l_gMjj p - gg) - Unn{pp ~ qq) + l^nnpp -{- Q4.n^p G-:l jd 

n » 

hincque iam elicitur ’i/ _ C(7= G4„». Unde patet ambo haeo integralia p,n- 
dircrepant '' quantitate oonstante a se invio,-,,, 



10 — 11 ] 


237 


AEQUATIONUM Dlli'FERBN'I'IALIUM 


14. Ob tantas ergo ambagea, quibus usi suinns ad integrale eliciendum, 
iste casus tanto maiore atfcentione digmis est ceiisoudus. Interim tamen, 
quoniam integrale denoininatorem habet atque ipsa fractio differentiata 

nostram aequationein differentialem reproducere debet, necesse est, ut ipsa 
nostra aequatio differentialis 

^inqdq + ^^njdq — 0 

, , — <jf -p d np q- ^'>1 

integrabilis recldatur, si per certain fractionem, quae reperitur - 

multiplicetur, id quod oaloulum mstitueuti per plurea deimm ambages patobit, 
si formulam pro ^ supra exlubitam differeutiare voluerit, quern laborem 
autem bic suscipere non vacat, praosertim postquam consensura amboruin 
integralium iam ostenderiinus; quam ob caiisam iste casus inaximam atten- 

tioiiom meretur. 

CASUS 5 

QUO ^ = j' - d === 0 

15. Hoc ergo casu aequatio difFerentialis crit 

;^(a; _ y)(eix - 8y) — a(x + y){yyi)x -|- ccaidy) = 0; 

cuius ergo integrale completum erit 

“ 2X + e{x-^yy ~~ 

Fiat mmo iterum * + 2 /=pGt®-i/ = e ponaturque et aequatio 

differ ontialis pro dibit 

nndq- \p Bp {pp -1- ff j) + \p2^ 2 «>S = 0. 

Integrale voro erit 

a n nq q — , 

E ■“ ¥« 

Ista autem aequatio pariter nulla laborat difffcultate; posito enim qq^v, 
ut sit 2qdq === 3v, pro dibit haec forma 

2ndv — pvdp -{-ppdv ==p^dp 
hacque divisa per 2n~ypp erit 


vqidp 
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quae cum aequatione generali § 12 comparata dat 


Fiet ergo 
ideoque 


rl>_ et 

2n+I)p ^ ^n + pp 

fFSp== — ~l(2n+pp) 


fPdp 


ergo aequatio integralis erit 




_ __^n , 

4 * Pp) ^ (2 ?i. -f i}pji ]/(2 H d" ww) 


y (2 » 4 * i>p) ^ (2 ?i. -f p_py' ]/( 2 )i q- ) 

Sicque iutegrale completum erit 


Const. 


sive habebimus 


(7= gg-jJp — 

]/(2n + p^) 


[11-12 


quae foima, ut cum supra assignata comparari possit, quadretur fletque 

OG =. t:z ?PPM~ Snqit + -t- i6«w 

Erat autem 

_ ^ ^ to-ggy-8^2 fffy 

quarum expressionum differentia est q i - , ^ ^ 

j „ 8fi, unde patet constautem 

^ ita ciebniri, ut sit (7(7=8?^ — -®-^. 

ns 


UBI OMNES LITTERAE ADMITTUNTUR 

13 . Posito nunc in genere t -L t- 

rentifilia ^>.4 ' ^ ^ ^ — y ~ q aequatio nostra diff( 


2 y(^^^P ~~ g^g) — cT ^p{^pp + qq) 
.^Q~-j6pd2}(2}p + qq) + —eqjqiqdq = 0 , 
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12 — 13 ] 


cuius ergo integrale completiim erit 

'-\-xxqq — ^i(^P — - (/(z) — \ ^ {pp — (?(z) — j ^^{pp -gaY ' 

“ 2lTr + 2(yj5+ Bp2) 

-I- ft s (pp ■~-qa)--^ft^p{pp"Q g) + 'h (p p-^g gY 

^ 2 (fj;3 + epp 


17. Postquam autem nostra aequatio act hanc forinam est reducta, eius 
resolutio nulla amplius difficultate laborat; posito eniiii (iq=^P et terminis 
sive V sive dv continentibus in iinam partem translatis ista tbrma proveniet 

+ r -I- 2di? -1- Bpp)dv - v{d' + 6p)dp == (4/? + 2yp + ^d'pp -b ^P")^P 

sive + dp(^ft-\-^rP+‘A^ PP-\-ep3., 

0^ 21 y -b 2 Sp -\- spp 2 1 -h 5H- 2 Sp + epp 

haec forma cum general! (§ 12) coniparata dat 

~~S—Bp , ^ +_y,2>p + fijp . 

P = 2l + y + 2^ T ^ ” " 2 A + y + 2 tfp + W ’ 

bet ergo 

j'pdp = — j 1{2X + r + 2 JjB + epp) 

ideoqne 

J'Pdp 1 

quo circa integratio dabit 

_ f + 2 -b 3 S:pp + e p") 
l/(2 1 -|~ y + 2 + fijpjo) (3 1 + y + 2 -h 


18. Ufc nunc postremani formulam integralem facillime evolvamus, pona- 
mus eius integrale esse 

A -{• Bp -{• Gpp 
]/(2 1 -p y H- 2 tip -h 

cuius format! cliflerentiale debitum hiibebit deuoimnatorem, at vero numerator 
ad banc forinam reducitur 

dp((2X + y) B - AS) + pdp{BS + 2G{2). + y) - + PP^P 
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liiiic ergo obtiueraus quatuor sequentes aeqiuationes 

1 . 

2. = Bd -{- 20 ^}, A" y) — Ae^ 

3. Sd = S(^C, 

• 4. e ^sC, 

ubi biiiae postremae manifesto praebent C=l; turn vero secunda fit 

B^-\-U~ A 8 = 0 , 
ex qua cum prima coniuncta elicitur 


ac deiiique 


4|3 £ -|- 4 A. A 

(il +7)7 - ^ 

^ 4^A + 4^(2>l + y)^ 

~ ^(21+ ’ 


quibus valoribus inventis aequatio nostra integralis erit 


sive 


— — _ A ~\- Bp + Gp p . 

l/(2^ + y + 2^p + £j,^) ]/(2A + j^ + 2Jp7^) 


j JBp — (Tpp 

1/(2 ^ + y + 2 


^ == ~ gg + ^ + -Bp 

]/(2 Jl + + 2 + £pp) ’ 


Cuius quadratmn a valore ipsius 
constautem. 



snbtractum relinquit quantitatem 



DE INEINITIS OEBVIS ALaBBEAIOIS 
QUABUM LONGITUDO IFDEPmiTA 
ABCUI ELLIPTICO AEQUATUB 

OonYoiit. exliib. dio 20 August! 1781 

Commentafcio 780 iiulicia Enijstuoemi^ni 
M dmoii-OB do I'aoodduiie doB soioiicM do St. Pdtoi'Bbom-g 11, ISUO, p. 95-09 


1. Propoauoram ante aliquot annos‘) duo theoi-einata, quao mihi- qmdeixi 
omni attontione digim videbantur, quoram altero statui mllam pm-sus dan 
curvam almlraicam, emus lonyituilo indelimta ouipimn logariihno aequakir; altero 
vero negavi praeter circulum uUmn exUbcn posse aivrvam aloelrmcam, emus 
Immtudo indefmUa arcai cuipiam circulari aequatur. Utrum vero aluie dentiu’ 
lineae curvae, quarum rectifleatio ita ipais sit propria, ut eadem uulha alua 
curvis algobraicis oonveniat, quaestio est maxinie ardua. 

2. Inveni quidem nonnullas ourvas algebraioaa, quarum longituclo mdefl 

nita aequatur arcui elliptioo atque adeo etiam parabolico, at voro nullam 
adhuo investigare mihi licuit eiusmodi curvam algebramam cuius ^ 

cum hyperbola oouveuiret. Nuper autem iuoidi in eiusmodi formulas, quae 
iuflnitas praebent curvas algebraicas. quarum omnium longitudo indefin ta ad 
arcum ellipticum reduci potest, qiias idoiroo curvas hio in medium attulisse 
operae pretium videtur, siquidom hoc argumeiitum plane est novum neque 
qiioquani satis dilucide pertradtatum. 


1) Vide p. 88 et 83. A. K, 

Lkoniiakdi Opera owuia U\ CoinmeutationoB aualyticao 
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DE INFINITIS CURVIS ALGEBRAICIS 




3. Consideravi scilicet curvam, cuius coordinatae ortliogonales a; et 
Ids fornuilis exprimantur ^ 

X = 0^ + l)y I h cos. (n —'l)(p 


Hinc ergo erit 


_ ffsin, (w4- l)y ^ & sin. (n — l)g 5 
n+r ~Ti~l 


dx 


d(p~'~^ sin. {^n + 1 ) f/) ~ & sin. {n — 1 ) c/) , 
dy . ^ 

j~= a cos. (n-]rl)(p + J) cos. (n -~l)(p, 

Hiuc ergo erit elementuru curvae 

Vdx‘+ dif -= dcpVaa + 6r+ ToTc'^^, 

quae formula manifesto rectiflcatiouem ellipsia involvit. Nam si coordiuatae 
statuantur m ellipsi 

X=^f cos. (p et Y=g sin. (p , 


quae formula ob 


YdX -f- dY^ ~ dip Yff sin. (p^ -j- gg cos. 95 ®, 


abit in hanc 




ellinspna ^ <* + 21 et f=a — b, ipsa nostra formula resultat, ita at 

ellipseos eandom recMcationem Imbentis sint semiaxes a + i et 

ideomm pvivf ™ elemento curvae V8x^-[-di/ numerus n non iuest 

biberi nnqqp pioisus relinquitur, manifestum est innumerabiles ex- 

aeauentiir gebraicas, quarum arcus adeo datae ellipseos arcubus 

varL V brih!!', diversL atque pro 

divorsos* erunt refeLrdae"'*'Nr ““''“um algebraicarum plurimum 

Species ellin^iiQ . * ' 1' tameu hiuc sequitur, etiamsi oirculus sit 

hoc modn naJ ^ quoque alias diversas curvas eiusderu rectificationis 

& posse. Cniu enim circiilus prodeat, si ambo semiaxes f 
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efc g statnaiitur aequales, necesse est, at vel a vel’ 5 evanescat. Sumto luitem 
t = 0 ei’it . / , 

_ aco^in -\- i)tp , 

^ " ” iH-l’ ^ «+ 1 

sicque erit xx + yy = (7rq-“i)^; luicquid pi'o n accipiatur, semper igitur circnlus 
oritur. 

5. Cum autem casu in istas formulas tantum iiicidisseui, utiquo operae 
pretium erit in eiusmodi Analysin inquirere, quae proposita ellipsi yia directa 
ad formulas supra § 3 allatas manuducat, quern in finein sequens problema 
resolveudum suscipio. 


PROBLEMA 


6 . Pfopositct ellipsi f cuius coof'dincikie ovtJiogonules X ct 


nimitur 


X =- cos, 0 et 7^ 2g sin, 6, 


Y Ms formuUs defi- 


invenire innumerabUes alias curvas algibraicas, quae cum ista ellipsi coMtmmein 

rectificcUionem sortiantur. 


SOLUTIO 

Sint X Qi y coordinatae curvarum quaesitarum, et cum esse opoiteat 
haec conditio implebitur, si sumatur 

dx = dX cos.y -i- ^7 sin. y, 
dy^^dX sin. cp — dY cos. cp. 

lam quia hae formulae differentiales integrationem aclmittere debent, inte- 
grentur, qua fieri licet, more solito ac repeiietur 

aj = Z cos. (p H- Y sin. (p -7 f ^9 9 9)p 

y^X sin. (p — 7 cos. (p ~fB(p {X cos. cp H- 7 sin. rp). 


7. Cum iam sit Z = 2fcos.d et 7=^29 sin, 6, suniamus angulum 
(p=:fiQ eritque per notas angulorum reduction es 
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X sin. (p = fsim (w + 1 ) 0 + /* sin. (n — 1 ) 0, 

X cos. (p= f cos. {n-^l)d + f cos, {n ~l)d, 

Y sin. (p^~-(j cos. {n + 1)6 g cos. {n — 1 ) 0, 

Y cos. (p= g sin. [n -I- l)0-~g sin. {n — 1) 6 . 

Ex his iam valoribus colligitur 

X sill, f/) — rcos.f/j = (/’—fy) sin. {n + -j- (f -1- y/) sin. {n~l)d, 

X cos. (f + Y sin. (p = {f- g) cos. {n 1) 0 + {f -f- g) cos. {n - 1)^, 

quae aequationes cluctae in dip^ndO et integratae, si brevitatis gratia 
ponatuv f et f — ^ = «, dabunt 

fO(p{X}im. ip — 7 cos. ip) ^ (n + l)Q __ c os. (« - l)g ^ 

fSf (X cos, Cf + Y sin, m) = + ’»« "”■(” + H® 4. (« ® 

n-\-l “ ™ i 

8. Si igitur pro integralibus hi valores substituantur, nostrae coordiiiatae 
erunt 

a: = a cos. (« -f 1) <9 4~ cos. {n ~1)0~ ~ cos. (n + 1) 6) ™ --- cos. (n -1)6, 

y = a sin. (« + l)e + i sin. (« -1)6- sin. [n + 1) ,9 - sin. (« -1)0. 

At binis membiis lite coninnctis istae coordinatae pro curvis quaesitis cum 
e ipsi communem rectiiicationem habentibus ita erunt expressae 

^ ,7:;Y 0^ H' 1) ^ ”■ ~ cos. - 1) 6, 

y ^ + 1 ) d — sin. [n — 1)6, 

^ supra allatis aliter non diflerunt, nisi quod hie littera h 

nvnrrf'^ XJbi uotaudum casu, quo w = 0, ipsam ollipsin esse 

pvoditurain. Posito enim « = 0 fiet 

^ (fl + ]}) cos. 6 et y {a ~ h) sin. 6, 
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9. Si sumatur = prodibit sine dubio curva post ellipsin simpU- 
ciasiina. Eieporiotur autem 


a; =- 4 — ^ 0 d y 

O 


I sin 30 — h &\nO. 


Loco sci-ibamus litteram c et quaoramus chorclam Vxx + iJ’J — ^ ontque 
«« = cc + M — 26c cos. 20, consequenter 


hincqae 


cos. 20 = 

^00—(h—cy 


hb-l- cc — 00 


* 2 bc 

et, cos.« = y^'- 


ihc 


ibc 


Hinc, com sit, sin. 30 = 4 sio. ^ cos. sin. o,t cos. 30 = 4 cos. 0“- 3 cos. 0, 
si angulus 0 eliminotur, oruetuv aoquatio inter ipsas coordmatas » ot y, qnae 
autem ad plures dimensiones assurget. 


10. Methoclus, qua has formulas indagavimus, otiam multo latms patet 
alque ad alias curvas loco ellipsis assumUs extendi potarit. Si amm coordi- 
natao pro curva data fuerint 

X = 2/’ cos, aO -h 2f cos. /Sd + etc., 

Y^2g sin. aO d- 251' sin. (30 d- etc., 

pro reliquis ourvis cum proposita oommunem reofcillcationem habontibus 
ponendo iterum 


flet 


1! 

+ 

11 

et 

f-9' = 

= a', 

r-i 


Y etc, 

aa 

cos. (w -h 

0 

ah 

cos. 

(n — 

«) 0 



XAt j \J 

n — « 

J 


ga' 

' + 

cos. (n + 

p)e 

gh' 

cos. 

(n — 

^)6 + 

etc., 

aa 

^ w -f « 

sin. (w d- 

a) 0 

ab 

n — a 

sin. 

(n — 

a) 0 


m hL 

sin. (w + 

p)e 

w — /3 

sin. 

(n — * 

/3)d-|- 

0 

CD 


Ubi iterum ob n iiumerum indefinitiim innum erabiles curvao piodeunfc. 



DE USTEINITIS CUEVIS ALGEBEAICIS 
QUAEEM LONGITUDO 
AEOUI PAEABOLICO AEQUATUE 

Convent, exhib. die 20 Augnsti 1781 

Commentatio 781 indicis Enbstroemiani 
iltimoires de I'acad^mie des sciences do St. Pdtersbourg 11, 1830, p. 100-101 


PROBLEMA 

PiopoA i)mal)ola AYG (Pig. 1, p. 247) ad axem AB relata, aims para^ 

SI BG, '^'^wenhe inmimeras curvas algehraicas AZ, quarum arcus A Z 
les Sint arciii parahoUco A Y. 


CONSTBUCTIO 


/i c T istio productam in F usque eadem describatur parabola 

nnf.* capiatur pro lubitu punctum F, ita tamen ut ducta appli- 

‘L ad paramotrum AB rationem teneat rationalera, 

^ ^ pg. n. lum enim ex quolibet tali puucto F construi poterit iina 

curva AZ quaestioni satisfaciens. 


dnfpvnv r 7 " qEOCunque Y abscissa AX et applicata 

tanato reotae m nomaUter iungatur Gr= XY, ut obtineaL an^ 

eritnnn 7 * ^ 0 iQvento capiatur angulus AFZ=n6 suuiaturque FZ = 
Hoc quaesita, cuius arcus AZ aequalis erit arcui 

innumernft pimctum F iufinitis inodis assumi possit, construe 

iirvae eiusdem indolis eadeiuque proprietate gaudentes. 
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DBMONSTRATIO 

Posito AB = BG=^U sit AX = k et XY==y idooquo yy=-2ax, undo 
et elementum parabolae 



lam ponatur AB' f et FG=^fr, eiit quoque gy=^2af. lam yocetur 
FZ=FX = f+=;=-ti atquo angulus AFZ^cp eritque elemontum curvae 

qnaesitae = ^ V* Fieri ergo debet 




Pllt. . 

aa 



Cum igitur sit Hot « V = ^2/’ ^‘P - T ' 

f^ns. et a: = ||, ergo consequenter Arc. tang. y‘) • At 

vero'est Ai'C. tang.-^- = 0 et ^ = « ideoque <p^n0. Smnto ergo angmlo 
AFZ^nd et recta FZ^FX punctum X in tali erit curva, emus olemontnm 

elemento parabolae aequatur, 

i) la oditione prinoipo Commentationum 781-783 looo tang, aompor scviptum o^t lag. 



DE BINIS CURVTS ALGEBRAICIS 
EADEM REOTIEIOATIONE GAU.DENTIBUS 

Convent, exhib. die 20 Augusti 1781 

Commenfcatio 782 indicis Knestkobhiani 
Meinoiies de lacadeniie des sciences de St. Potersbonrg 11, 1830, p. 102 113 


1. Sint X et y mrdinatae orilwyonales unius, at X et Y alterius curvae d 
quaestio eo redit, ut fiat 

dif==dX^-\^dY\ 

ita (amen, nt omnes expressiones prodeant algebrakae, 

Hmus igitur problematis duplicem hie sum traditurus solutionem; quae 

um p luimmn a se mvicem discrepare videantur, earum quoque consensum 
ostendere couveuiet. 




si stetuamrs =. dx’ + df,' hoa praestabitur, 

^ ^ ^ ^ COS) (p “P dy siu. (p , 

BY =dx sin. (p^dy cos. (p, 

y ita comparatum esse neoesse est, ut hae duae formulae 
Ad hoe effloiendum utar methodo oHm‘) a me tradita, 
igitur ™ybir ^“alyseos inflnitorum indeterminatae exposui. Turn 

in amlysi inftnilorn.i> (indicis Enbstroemiani) : De metJwdo DiopjrANTEAE analoya 

‘"iz "•»' >■ 
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009 . (p -h y sin. (p -vf ^<p sin. (p —y cos. cp), 

CO sin. (p — y cos. ip — fs (p (x cos. (p -f- y sin. (p) , 

nbi ergo has duas formulas iiitegrales mtegrabiles roddi oporfcet, id quod 
nulla difiicultate laborat. 


3. Stafuaraus enim 

j'dip [x sin. (p - y cos. r/j) = P, j ^(p ^ ^ ^ 

eritqiie ^ 

X sin. (p — y cos. </> -= ^ ^ i“ V a gi ’ 

nbi ergo pro P ef ^ funcbiones quascunque algobraicas ipsaruin sm. </) et 
cos.f/p accipere licet. Turn vero ex his dnabus aoquationibus ipsao coor- 
dinatae x ei y sequent! modo detoi’ininantur 


aPsiu.qp + 3(3 COS.ip 

’ 

dO siii.t/) — 3P cos.(jp 

y- ^ 


Bx quibua iam ooordinatae alterius currao spoiito cleterminantur 


Hinc ergo niillo plane labore innumerabilia binarum cnrvarmn algebraioarum 
paria exbiberi poterimt, quae eadem recfciflcatione enmt praeditae. 


4. Quo hoc clarius appareat, sumamus differentialia capiendo dtp con- 
stante ac reperietur 


ddP sill, (p -h 38 <9 cos, y j. p)p f-ns. (p — BQ sin. (p, 

dtp 

ga^sin.y — 33Pcos^ qq (p q_ sin. (p, 
'dcp 


Lkonhaudi Euleri Op ora oitrnia 1 21 CommoiitationCB aniilyticae 


32 
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[103-101 


unde colligitur 

a,. + if = W + 

09) OCp I 6 • 

Simili mode pro altera curva habebiraus 

= + et 8T=fi-eQ, 

ex qiiibus pro arcus elemento erit 

dV + dr=. ^191.+^ + I gp^ , SQ, 

o(p ^(p ' r H/ 

ideoque 

8X^i-dY^=^dco^-\~dy\ 

uti requiritur. 

SOLUTIO POSTERIOR 

5. Cum effici debeat dx^-\~ dY\ erit dx^--dX^^dY^~-dy\ 

ad quam aequationem resolvendam statuamus 

!1> + X = M, x-X = m, Y-\-y = N, Y-y = n, 

quo facto fieri debet dMdm^dNSn, oonaequenter = |-^; ' quarum duarum 
num u laque ponatur = ?!, ut habeamus primo 8M = tdn ideoque 

M~ tn — J ndt, 

Simili modo pro altera erit dN^tdm, ergo 

N^tm 

Hoc igitur modo novam variabilem t in calculnm introduximus, ex 
qna ipsas coordinatas facile definire licebit. Ponamus enim fndt = U, ut 

n ■= hiiioque M = xj_ 
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Simili moclo ponendo nidt == V habebimus 


hinc N = -jf-V, 


ubi U et V denolent fiinctiones qiiascuuqiie ipsius t. 

7. Ex his iam valoribus ipsae coordinatao utriusque curvae spoiifce se 
produTifc. Oum euim sit 

M-\- m .r M- m y _ N_-\-n _ , 

= , A. = -y- , J 2 » ^ 2 ’ 


nihil impedit, quominiis has formulas duplicemus, hincque coordmatae utrius- 
que curvae sequent! mode exprimentiir 


2/ = 


tdU- 

Udi + d V 


idU^ 

-Vdt~ 

-dV 

idV- 

"dt 

Vdt-dU 

tdV~ 

dt 

~Vdl-\ 

VdJJ 


dt 



dt 



8. Videamus nunc etiam, quomodo hao formulae qiiaestioni propositae 
satisfaciant. Ac sumto elemento dt constanto elemeuta pro priore curva eruut 


dx — 


mu-\-ddy 


dt 


dy 


tddV-bdU 
dt * 


unde fit 


= 

Pro altera curva habebimus 


(1 -I- U){ddU^ + 09^5 _ 
"" dt^ 


u g ^ } g j 


hincque 




9. Quamquam hae duae solutiones toto coelo a se invicem discrepare 
videntur, tamen nullum dubium, quin inter se pulcherrime consentiant, cum 
utraqiie omnes plane casus satisfacientes complecti debeat. Interim tamen, 
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si soliiUones simpliciores desicleremus, prior ad huiic scopum magis apta de- 
prehenditur, quippe quae ita restricta, ut ponatur Q = 0, adhuc plurimas so- 
lutiones memorabiles suppeditat. Posito autem ^ = 0 coordinatae binannn 
cur varum per forjuulas istas simplicissimas exprim on tiir 

dP sin. q) v ?) 

^ X -- 1 , 

d P cos.(p Y 

o(p ’ ~~ d(p' 

Ubi cum sit .P=X, adeo immediate ex posteriore curva ad priorem pvoce- 
dore^ hcebit, ifca ut altera curvariim quaesitarum nunc quasi coguita spectari 
possit, id quod in formiilis generalibus uullo modo fieri potest. Hanc igitiiv 
solutionem, etsi maxime particularem, fusins prosequi couveniet, ubi quidem 
litteras maiusculas et minusculas inter se permutemus. 



SOLUTIO PARTIGULAKTS HAS COORDINATAS COMPLECTENS 


X sin. qy 

^qy 




dj^ 

dqy 


Y 


dP COR.q) 
dip 


10. Gum hic pro priore curva sit P^x, erit 2 / — unde fit d(p = -\ 

im igitui do) sit elemeiitum arcus circularis, quoties aequatio inter x eh y 

a ueiit compaiata, ut formula iutegralis arcuni circularem exprimat, 

a la cuiva exhiberi poterit eandem rectiflcationem involvens, quippe 
pro qua babebitur > 1 


X 


deiude quoqiie habebitur 


1. "^ = tang.y'); 


aqy 

quaeaitae semper aoqualis sit applioatae alterius cu 
Taks^igitur casus acouratiua evolvere operae erit pretium. 

1) Vide notam p, 247. A. K. 
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ETOLUTIO CASUS 
QUO PRO CUIIVA DATA EST y 


aa-\- XX 


11. Hie statim patet istam aeqimtionem pertinere ad parabolam, ^ cuius 
pai-ainGter = h, eamque adeo permanere eandem, utcunque qiiantitas a iinmii- 
tGtur, cum tantum iiiitium applicatarum mutefcur, quamobrein, si cueva quae- 
sita ab a pendebit, bine inlinitae adeo curvao diversao reperientiir, quae euui 
parabola cominuni gaucleant roetifieationG. 

12. Hiiic igitui- flot ubi poiiamns h=>na, ub intogrando 

prodeat </) = »» A tang. ■ Quia igifcuv volumus, nt parametei; h mvariatus 

maneat, erit « = aivo ita ut numeriis irrationem inter parameto^ 

h et qnantitatoin arbitrariain (I involvat. Hinc igitur flet 9; = atang. -• n e 

patet, ut formnlae nostrae prodeant algebraicao, numerum « absolute ratio- 
imlem ease debere; alioquin euim ad genus quantitatmn, quae interscciidentes 
appollari soleniq dovolvoremur. 


13. Cum igifcur hinc sit. 


Grit pro eurva qiiaesita 




n cos. 


X 


— et -.y 

Quia igitui: angulua </> ex ipaa aequatione pro ourva data imioteacit, haec 
curva facile goometrioe conatrui potorit atque conatructio oadem plane pi odr, 
qnam non ita prlclem*) pro inflnitis curvis algebraicis, quae ouin parabola oenu- 
muiiGni rectificaitioiiGm licibetint, dedii 


EVOLUTIO CASUS 


QUO PUO CURVA 'DATA EST ny ^ — 

14. Hie igitur erit 


d(p = 


dx 


ndx 


y Yaa — xi 


1) L. EuwiRi Oomraentatio 781 (iudicis Enestroehiani)-, vide p. 248. 


A. 1C 
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ideoque (p n k sm. , unde fit 


x = a sin. ^ et y^~ cos. • 


iijvideiis autem est lianc curvam datam esso ellipsin, cniiis alter semi axis 
alter vero Pro curva quaesita igitur habebimus eius chordam 




a (p , 

— cos. - et 

n n 


X 

Y 


= tang, (p, 


unde iterum constructio facillima deducituv, si modo n fuerit numeras ratio- 

nalis Cognita enim chorda et angulo, quo ea ad axem fixum inolinatur 
constructio facilliine expedietur. * 


15. Hie ante omnia ohservasse iuvabit, si pro data curva circulmii 
aocipmmus, ut sit n = l, fore y.= yaa — xx. Poimmus brevitatia gratia 

yx‘~+Y‘=^, 

et cum sit !/ = Z = yaa-xx, erit x^ym—"ZZ hineque 


tang, ip = — 1 


Yaa~ZZ 


JJijif' fipf — '"ZZ » j 

atou Z7YZ~^‘‘ rr) = sarr seu Z' = aaYY 

pvhlliov^ ^ aequatio pro circnlo, ita ut etiam nunc nulla curva 

nraptpv i ^ satwr, quae cum circulo coramuni rectificatione gaudeat 

piaetei ipsum circulum. ° 








X 


a siu. et y 


a (0 

Y y 


Hinc igitur erit Z^±cq. 1 .. -i. . x . r 

n , 2 2 Igitur Sit tang, cp = erit cos. (p = y 

Oum autem cos, - « = ^ ^ 

^ ^ ' 2 ' > Pi’o curva quaesita oritur haec aequatio 



255 


307-108] EADEM REOTIEIOATIONE GAUDENTIBES _ 

z = J y ideo que ^)> 

quae expressio ob Z^YXS^fl acl lutionalitatem perduota ad gTadum 
sexfcnm asceudit. 

EVOLUTIO CASUS 

QUO l^RO CUEYA DATA EST ny = h d- Vaa - a;aJ 

17. Evidens est hanc aequatioiiGin semper esse pro ellipsi, quicunqiie 
valor litterae h tribiuitiir, atque adeo casu n-=l hanc curvam fore circulum. 
Turn autem habebimus 

^ ndct) 


quae expressio posito a; == 


„ 2adu{l— nil) , t /„' “ Z " (1 " , 

= (l+lm? Vaa-X!e- . 


induit iianc formam 


^ 2n(idu{l—iiii) 

Oip=^ ^ 


quam in duas huiusmodi partes disceirpere licet 


ttdii 


1 “j“ im 1) -\~ (I — u^niir 


(idti 


quanim integratio utraque ad aroum cirouli decluoitur, si mode fuorit h > a. 


18. Eosolutione autem facta reperitur a — 2m et /3 
habeamus 

^ 2ndu 2nh^u ^ ^ 

T+w?i ~ h -fa “K^ — a)tiu 


^ -~2nh, ita ut 


Cam iam in genere ait 


f 


_A- 

f-\-(jmi Vfg Vf 
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erit 


f/) = 2 m A tang, A tang. ^1/-—-". 

yhh—aa ' b-l-a 


Haec igitnr aeqnatio ut primo fiat realis, necesse est, ut sit 6 > a; deii/ 

Ilf ofi Oiti €1 1 nr/llM^ci m n firi^- vinnnnfin 2nb 


ut etiam algebraica fiat, necesse est, nt tarn 2n quam — siiit nun^ 

1 -TT . ^ . /H — a« 

rati^ — ^ ■” '* ■ ' - ' 

liat 

]/fcJ — (4 a 

l)i V]FVa 


, yoo~aa 

rationales. Hunc in fiuem eiiisinodi rationem inter h at a statui oportet. • 

A nuinerus rationalis, unde fit --- ^ ^ sicque erit 

yxi — 1 ^ 


y'bh — lui 
^-.1 ^ 

i fi* n ^ + yu~i + y'xT'^i ) 


a 




quo valore substltuto fiet 

cp == 2m- a tang, m — 2m; 1 A tang. 


u 


A-f- yxx 


19. Gomponitur ergo angulus cp ex duobus augulis, quos vocomus t i-t [ 
qiionnnque ergo tangentes per m ita expriniiintur, ut sit 


tang, ^ = M et tang, 7 ; = ; 

turn vero erit X-{-yxx~l 

(p^2nQ-~ 2nXi] sive -f - == t — Atj. 

*2 n ' 

Nunc evideus est, si modo X fuerit numerus rationalis, etiam anguli X 11 
gentein algebiaice per u exprimi; ergo etiam tangens differentiae liordia 
angLiloium, hoc est anguli aequabitur fnnctioni algebraicae ipsius a 
ideoque etiam tangens ipsius anguli (/), si modo n fuerit numerus rational!-, 
patet haiic solutionem ad alias ellipses adaptari non posse. 


- . , , qudui consiaeremns, eadem maneat, qmciunpa 

dd eius indoleui cognoscendam, suinamus i = 0, ut 

t/ = 1 j. i. . . 

„ , untie patet ems seiniaxem transversum fore = a, ubi scilit'^’ 

1/ = 0,^ coniugatuni vero = -1 . Quare noster calcnlus ad alias ellipses accoiii- 

ij , W qiiarum axes inter se teneant rationem rationalriii 

^ ea vero pro J alios valores assmnere non licet, nisi quibus tit 
Vbb — aa rationalis. Unde patet nihil ominus semper inniimeras ciirva^ 

contineant posse, quae cum tali ellipsi communem rectiflcatioin^n! 
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* -iV 

21. Cum igitur pro ciirvu qiiUGsitEL sit -y = tuiig. f/>, otiam iifiBC fractio y/ 
per i'unctionem algebraicam ipsius u exprimotur. Deincle, quia inveiiimus 

etiam haec chorda per functiouem algebraicam ipsius u exprimotur, cum sit 


2 aw 


nude fit 


, w — a(l. — Mw) 

et y a a — ■ ■ , t 

1 -P MW 1 -h 

•i/ v2 I " p « - h ij) -- 

I 


Qnamobrem ctiiu ambao hao IbrmulaB f et VX^'+ T per I'unctionea algo 
braicas eiusdem quantitatis it determinontLii’, eliminando Iiauc quantitatem ii, 
id quod facile fit ex valore ipsius -h quo posito =- ^ coliy 

gitur Hie igitur valor in formula pro tang.^/> inventa, cui -y 

aequatur, substitutus praebebit aequatiouem algebraicam inter binas coordi- 
natas curvae quaesitao X et y oh Z~VX^~\- quae autem plorumque ad 
pluriinas dimensiones exsurget. 

22. I-lic probe notanduin est, quoniam (vid. Nov. Act. t. f/)) infinitas 
cur V as algebraicas deter miuavi, quae cum data ellipsi quacunque cominiini 
gaudeaiit rectification e solo circulo excopto, eas curvas ab iis, quas nunc iii- 
venimus, prorsus esse diversas; neque etiam patet, quomoclo illae ex solutiono 
particular!, qua hie usi sumus, doduci queant. Facile aiitoin derivari possunt 
ox formulis generalibus primae solutionis, id quod hie ostendisae oporae pre- 
tiuin videtur. 


2;h Quia ibi pro altera curva dedimus bos valores 

dPfim.w + dQ(ioa,(p .. a^gsin.y-g-Pcos.y 

^ = ^0^ 


sumamus 


0P 

dtp 


cos. {n -\- l)(p + h cos. {n — l)(p 


et 


^3 ^ a sin. (n H- 1) (p + & sin. {n — 1) (p 

ocp 

1) L. Eur.BRi Coinmeiitafio 639 (indicia ENias-rnoiiMiANi) ; vide p. 103. 
Iiii:oN«AKDi EuLiiiu Opera omnia 121 CoiumenfcatioiieB aimlyticao 


A. IC. 

38 
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eritque 

a; = (a -j- &) sin. ncp et y = [a — h) cos. ncpy 
nude manifesto fit 

1 

{a^hf ^ (a - &)2 " 

quae aequatio est pro ellipsi, cuins semiaxes sunt a -j- & et a — h. 


24. Ex his autem valoribus different! alibus colligitur integrand o 

jr; _j_ ^ 0* — 1) ^ 


n -\- 1 


n — l 


Q ^co s. h cos. (n — 1) (p 

« H- 1 n~T 


Quare, cnni pro altera curva invenerimns 

oQ 


X = + p et 

d(p dip 


isti valores ita se habebunt 


flu . / , j \ 'i'll) 

^ ~~ n + i + 1) (^ — l)y » 

^ cos. {n + 1) y cos. {n -~l)cp. 

Unde patet, qnoniam nnmerus n penitus ar bitrio nostro relinquitnr, (tx liis 
oiiunlis infinitas prodire curvas algebraicas nulla alia conditiouB ro8trl(d.uH, 
msi nt n sit numerus rationalis exceptis tautum duobns casibus n - = I ('1- 

Ij si mill veio intelligitur, utciiuqne ratio inter axes fuerit irrabionuliH. 
curvas quaesitas non tnrbari. 


PEOBLEMA 

25. Consensum intei mibas solutiones generates monstrare et s^(bst^tu^i()^lf's 
indagare, qtiibiis altera in alteram converti qneat. 

SOLUTIO 

Quoniam in foiinulis supra datis tarn coordinatas quam functiones i liter 
peimu aie licet, ad calculi commoditateni priores coordinatas x ot // 
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sequonti modo repraesentemus 


pro priore soliitione 

d F COB. (p — dQ sill. (p_ 

^ ^ d(p~ 

dFsin. w-{-dQ cos. 9? 

y 


pro posteriore soliitioue 


dU 

dt 

dV 



_^tdV 

dt 

idU 

ft 



Hie igitur ostendenclum, qualem relationem piimo inter (p et t, deinde vero 
inter fimctiones P. Q et V, U statui oporteat, nt isti duplices yalorea ipsarum 
a’ et y ad identitatem I’evocentur. 


26. Hiinc in fiueni ante oiuiiia ueceaso eat inultitiidiuem quantitatuni, 
quae hie occarrunt, imniiuuere, id quod pulclierriine succedit, si pro prioie 
solutione statuainus 

tuui enim fiet 

Pro altera vero solutione ponamus 


ac reperietur 


a f r V - 1 = n 

* + 1 = M(i + tV- 1) - ni- 1. 


Haee auteni expressio ad hanc formam recligitur 


^ _|_ y ]/_ 1 


^ 

dt ' i-i- ty-i 


Totum negotium ergo hue redit, ut hae duae foimulae pio a; -p ?/ / 
inyentae consentientes reddautur. 


27. Quo factores priores ad maiorem uniformitatem revocemus, ponamus 
t = tang. CO eritque 


1 + tV- ^ 


COB. to + ]/— • \ sil l, o 
cos. OJ 


et 


dt^ 


3oj 

fl 3 

cos. to^ 


38 * 
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unde fit 


(l -f tV— l)^ __ cos, 2(0 - f- ]/— 1 sin, 2 w 

doi 


Qimtnobrem nunc ista aequalitas erit docenda 


cos, ip + ]/— 1 sin, y qq ^ cob. 2to + ]/ -- 1 sin. 2 cj ^ 77 c( 

cos. 0) q- ]/ — I sin.w 


cos, fi) 


et niiuc evidens est statifi debere (p^2in\ turn enim dividendo utniig 
^ da oi’iGtur ista aequalitas satis simplex 

^°°°''” 

2 cos. w -|- ■)/— 1 sin. M 

Integralibus igihir sumendis debefc esse 0 = - ^ " siyg 

cos. (0 ~\-y — 1 sin, ta 

6 {cos, CO ~y ]/— 1 sin. to) = 277 cos. w. 

28. Restituauius iiuao loco 6 et TI valores assumtos orieturque lu... 
aequatio 

(P-f- ^]/_l)(cos.co -I- V— lsimco)-=2 cos.w(r/-{- VV—l), 

paifces leales et imaginarias seorsim inter se aeqnari oportet, liiiiojii' 
ergo diiae sequentes deter miuati ones deducniitur 

2 CTcos. 05 = P cos. CO — Q sin. oj, 

2 T^cos. 0 ) = Psin. co fi- (3 cos. to, 

opoitet esse ^ = tang. co et (p = 2(o, sicque si 'in solutioa 
postenore loco U et V isti valores substituaLr 

U = ® T/- P sin. 03 ^ cos. o 

2cos. oj ^ — — - — :> 


2 cos. 03 


ea in priorem convertetur. 


29. Vicissim igitur functiones P et Q per IT et F ita definientur 
^-27/ cos. 0 )^ q- 2 F sin. co cos. co 
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sive 

efc 


P - U{1 + cos, 2co) + V sin. 2to 
Q 7(1 -I- cos, 2a;) — U sin, 2co. 


Hoc igitur raodo patet non solum binas oxpressiones perfecto intei' se con- 
sentire, sed etiam siibstitutiones habentiw, quibus altera in altei.'am couyerti 

potest. 

30. Ostendamus igitur clarius, quomodo posteriores formulae ad pnores 
rediici clebeant. Ac primo quidem cum sit 


t = tang, to = tang, - tp, 


orit 


turn vero erit otiam 




sin, (p 


1 -i- cos. 7? 


et dl -= 


3^ 

i -p cos. (p ’ 


(Q , Psiii.f/J 


rr (? Bln, y - 7 , s 

^ 2 2(1+008.73) 2 h COB. 73) 

Simili modo priores ex posterioribiis nascentur; nainque ob tang. ^ 7? ^ eiit 

sin. (p == et cos, (p — * 

0 2ri- , 


tuna vero 


fanctiones vero P et Q ita delinientur, ut sit 


„ 2P+2Pi , 

p=-^T-ir ^ i+« 


31. Sufaciet autem consensum inter formulas binas pro coordmatis * et y 
ostendisse, quandoquidem nullum dubium superesse potest, qum per has su - 
stitutioues lam formulae pro coordiuatis Z et r alterae rn alteras conver- 
tantuv, atque hoc modo quaestioni principal!, quam hio traotare ’ 

perfoote est satisfaotum, dum nostrae formulae omma bmarum ouiva 
algebraicarum paria largiuntur, quae eadem reotifioatione smt praeditae. . 



DE CUE VIS ALGEBEAICIS QUAEUM OMNES AECUS 
PEE AECUS CIEOULAEES METIEI LICEAT 

Oonvent. exhib. die 20 Auguati 1781 

Commentatio 783 indicia Enestrobmiani 
Jlemoires do Tacademie des sciences de St. Petorabourg 11, 1830, p. 111—124 


1. Nou clubitavi ante aliquot aunos^) iatam propositi onem tanquam iu* 
signe theorema in medium proferre: qiiod praeter circuhim nulla detur curm 
a gebraica, cuim amd)m omnibus aequales arcus circulares assignari queant Plures 
e lain adduxi lationes satis probabiles, quae me in hac opinione confirmabant, 
quanquam probe perspexi eas a perfecta demoiistratione adhuc plurimum 
IS aie. Praecipua autem ratio mihi erat, quod, postquam in hoc argumeuto 
p iiiimum elaboiassem, nullam tameu Imiusmodi curvam elicere potuerim. 


. Quamobiem,^ cum nuper in simili argumeuto occupatus in geuere 
nnas cunas algebraicas investigassem, quae communi rectificatione gauderent, 
c eque m nitas cuivas algebraicas investigassem, quarum longitude per arcus 
metiii liceiet, turn vero etiam infinitas curvas algebraicas cum 
^ i si eacem rectificatione gaudentes, maxime obstupui, quod, etiamsi elbpsin 
n ciicu um converterem, nihilominus curvae inventae a circulo essent diversae, 
lain igi lu meam bic solenniter retractans methodum facileni exponam, 

iiinumeiabiles curvae algebraicae inveniri possunt, quarum oiniies 
aicus circulanbus sunt aequales. i » h 

descrinttfi!!''°-° ^ P- 263) radio ca [- 1] 

d^sc^t^o^ncipiamus ourvam AZii^ oomparatam, ut eius arcus indeflnituB 


1) Vido p, 83, 


A, K. 
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semper aequalis sit arcui indefirito illius cireuli quo vocato - to sit 

qiioque arcus AZ<=oi. Hanc iam curvam ad centrum quoddam fixum 


refero eiusque naturam per aeqnationem 
inter distantiam CZ=^ et anguluni 
J GZ, =- (f investigabo, nt quaesito 
satisflat. Cam igitnr bine sit areas 

fiei’i tlebet 

0 0,'-' ^ ^ ^ ^ ^ deducitiir 

y— ’ 

ubi ergo totuin negotium hue redit, nt 
eiusmodi relatio inter et w exqui- 
ratur, quae integrate huius formulae 
^ per arciini circular em 

simpliciter exprimab. 



T 



4. Observavi autem hoc satis commode praestari posse, si statnamus 
distantiam H- cos. to; quern in finein sumo mtervallum cfc = 6 ac 

demisso ex « perpendioulo zp fiet cp-oos.co sioque distantia 6/ sempei 
aeqiialis oapi debet intervallo hp. Unde patet pro initio A nostrae ourvae 
fore distantiam C'^ = &ti=6 + 1. Cum igitnr bine fiat dz- 0 to sin. to, 
formula differentialis pro S,p data posito z = b-\- cos. to ludnet hanc foimam 

satis concinnain 

gM cos. CO 

& q- cos. 0 ) ’ 

cuius ergo integrale aroui oiroulari aequale esse debet. 

6 . Ista autem formula sponte in lias partes discerpitur d(p = Sm j, q_ ooa m ’ 
qnarum priina per se est elomentum cirouli. Pro altera parte ponamiis 

tang, q a =-t') 


1) Vide uotam p. 247. 


A. K. 
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fietque 

turn vero iit 
unde colligitur 
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rJo) • 

sin. - cy et cos. -- to = - — , 

2 y^-htt 2 -j/l -1-^/ 

cos. w = cos. — sin. -- - . 

2 2 

Erit ergo h + cos, w = “1“ deque erit 

^ 2hdt 

b 4- CO.S. M (6 + 1)"+ (& - 1)17 ’ 

cuius integratio semper ad arcum oiroularem reduoitur, dummodo fuerit b > 1. 


6. Ad hoc intograle inveniendum notetur 


esse in genere 


f A farin' 


nude pro nostro casu eiit angulus 


f/) = CO 


Ybb 


A tang, t 

^b~l ^ y &.L1 


ut hoium anguloium differentia geometrice assignari queat^ necesso 
coefficiens ^ numerus rationalis; atqiie adeo iam evidens ost, 
quoties hoc contigerit, semper prodituram esse curvam algebraicam AZ cum 
circulo proposito arcus aequales habentem. 

nfFnvnrrf ^ + COS. CO, plurBS BgregiaG proprietates huius curvae so 

et vorpf Pi’obe notari conveniet; namque si ad Z ducatur tangons ZT 
et vocetur angulus GZT^'i/j, erit 


sm. yj 


zdrp ^ 


eigo ob d(p ^ erit sin. i// = cos. co, ita ut angulus GZT semper 
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iiGqiietur 90” — to ideoque ob AZ=-oj semper erit 


V 


Ut 


UJ 


tlenota,nte ” angulum rectum. Hinc, si ex (J in taugentem deraifctatur per- 

a 

pencliculum GT, orifc 


GT 


z sin. yj 0 cos, co = (6 cos. a;) cos. co. 


Posito autem hoc perpendiculo GT-=p constat semper esse radium osouli 
curvae = • Oiim igitur sit 

= Sim » (6 - I- cos. («) efc 8p = - sim » (6 -|- 3 cos. a,), 

erit radius osculi curvae in Z, c|ueni vocomus r, 

1 ) -}- cos. « 
if) -|- il cos. Oj ’ 

qui ergo in initio, ubi «, = 0, erit r = icleoque minor quam in oi™do. At 
vero pro area »= !: erit r = l ideoque radio circiili aaqualis. Surnto autom 

„ = r^ r^l'xjnie patet, nisi sit 6 >2, Inmo radium osouii fieri nega- 

tiviim sive in plagam contrariam vergare ideoque interea^ ciirvam piinctum 
flexiis oontrarii esse passam, quod evoniet, ubi C 0 B.e« = - 'i, , q^od ergo m oi 
u)=, 90" et 10 = 180° cadet. Hooque loco radius osoiili erit infiiii o magmim. 
Praeterea cum sit . manifestiim est ciirvanr supra axem ascendere 

sive angulum AOZ=tp augeri ab 6o = 0“ ad co — SO", bine au em is um, 
anguliim iterum decrescere atqiie adeo caryam axem AC secare, ant^uam 
Hat CO =-180°, quia turn angulus c/j fiet negativus. Qma enim posito «> 
fit f = oo ideoque Atang.iyi'-r-SO" V = 180°(1 ubi 

> 1 . 


yih- 

8. Ex radio osculi inyonto r = etiam oommodo assignari potest 

amplitudo curvae Si enim amplitudo ponatur v, erit 

9(0 d(o(b -\-2 eos.ca) 

^ t + *>08. CO 


Lboubardi Euleri OpoEJi omnia In OommontationeB analyticae 


8(t 
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hoc est, ei’it 


T)E CURVIS ALG.E13RAIC1S QUARUM OMNES ARGUS 


[1,17- I IH 


a.. a I pwcos. 03 ^ , * 

= do) -- du) dw 

y-fcos.(i3 ' ' 


sicquo ciniplitudo y semper aequatur sumniao angtilorum oj eb (p^ ([iianulin 
scilicet angulus (p supra axem cadit. Si enim infra axem cadat, iiegal.ive 
accipi debet. Cum autem aniplitudo curvae continno angeatnr, cpiiinuHn 
ciirva A/j versus eandem partem est concava, postquam autem coepil* in 
partem contrariam vergere, quod evenit, ubi punotum flexus contrarii dulnr 
^iain uotavimus tale pimctuni occurrere, ubi &“j“^f^os.co = 0 sen. ubi cos. cu !!)* 
turn, cum sit + w, fiet z = ita ut puncbum flexus cojd.i'urii 

semper incidat in distantiam ^ unde colligimus curvam ab initio /I, 

ubi ^ = concavitatem axi obvertere, donee fiat distantia ot 

quamdiu distantia minor fuerit quam --h, concavitatem in partem contrarlinn 
vergi, id quod eveniro nequit, nisi fuerit & < 2, quia b — 1 minima distantia 
ciiivae a centre (7; quamobrem, si fuerit & > 2, tota curva nusquain luibnbit 
punctuui flexus contrarii. 


9. Cum autem nostrae curvae algebraicae fieri nequeant, nisi Iukic for- 
Rumero rationali, quern ponamus liinc vi(iiMsiiii 
Golligitur 6 = igitur erit angulus A OZ 

= (p=‘0}—2n A. tang, t [/ |“j- j ? 
nbi est t = tang. - ~ cw, Hie igitur erit 


aicque erit 


--Zl ^ 1 

6 q- 1 + Ymi — 1 (w + Ynn — l)^ 


^ 6 + 1 


t 


+ 1 n-\-Ynn — l 


Quia igitui' necBsaario sumi debet n>l, manifestum est istam taiiuenliom 

, Wb — 1 . ^ 

^ & + 1 minoiem esse quam t. Ponamus ergo brevitatis gratia 
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vocemus angulum, cuius tangens est u, =0; habebimus banc formulam 


cIg defluciimr sequens 


(p 0) — 2w/?, 


OONSTBUCTIO GEOMBTRICA. ODBYARUM QUAESITABUM 


U). Moiistvabiinus igltur, quoniodo pi'O quovis civculi puncto n puiictum 
respondons Z in qualibot cuiva qaaosita clefiniri queat. Sumto nimirum 
0 n nnmero quocunque rationali uuitate maiore capiatur & = -.===■=. = c6; 
m vero ex arcu = habebitiir « = tang.|ra hincque etiam innotescet 


^ ^ h-\-l n + "" 1 

unc absoindatm- in ciroulo arena, ouiua tangens est «, qui ponatur = 0, et 
ua n est nnmerus rationalis, geoinetrice assignabitur = 2«0, quo lacto 
matruatur angulus AGZ aequalis differentiae angulorum co et uWxi- 

^et flat ra = a) — 2-»0, quo facto auraatur distantia C/= 6 + coa. ra - 0 ^), 
Mque modo pro singulis cirouli punotis z dolerminabuntur puncta oorrespon- 

3 ntia Z curvae quae sitae. 


11. Hinc patet, quando arcus a« = » evaneaoit, turn punctum ^ 

> ipsum punctum oxistonte = At vero sumto au'cn -J’ 

uia turn lit (.= tang,{vr^cx., erit etiam » = », unde fl = 90 . Pro bo 

rgo casu fret angulus (p = 180°— 2» • 90° = ?t(l — «)■ Quaie 

,>1, angulus <p ad alteram axis partem cadet entque luc angulu ( > 

listantia vero puncti respondentia a centro C erit t-1, ^ sTfLiet 

liatantia, ad qlam nostra curva versus centrum f 

utem hoc modo traotum curvae tantum a distanto maxi 

al minimam h — 1 descripsisse, propteim quod 

itriuque aequaliter f 

[uam minimam fore curvae cliametros, <1 _ _ qPTniupriulieriae 

iudinem curvae a distantia [maxima] ad sequen 'em mmim minimam 

lirculi propositi aeqnari. Et quia augulus inter f ^ 

listantiam, qui est cum P^ripbena cirouli ^ commensmabilis, 

iequitur numerum diametrorum semper esse debeie bm . 
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DE CURY18 ALGERRAIGIS QUARUM' OMNES ARCUS 


12. Hinc etiam intelligitiir, quomodo aeqnationem inter coordinalas 
CF=^x et FZ=^y emi oporteat; cum enim sit 

tang.,^:=l et tang. 1 

eui aeijuai'i debet tang, (ycu — n(i^. Quia vero po.suimus tang. -? nril. 

cos.»={^{‘., unde ob ^ = i + elicitur « = M„cquo 

«» =, l~lu =, 1 ).? 

S-fl (h ^ 1)0 — hi) 1 

sicque t et w per functiones ipsius ^ ideoque etiam tang, per tidmn 
functionem expiimetur, unde etiam tangens anguli yco — nO per fumitionoiii 
sollus 0 definietui. Hinc aiuntis quadratis formula aequatur funclfitnii 
lationali ipsius 0 , quae aequatio denique ob ^ — /xx + yy sumendis quadratic 
ad aeqnationem ratioualem inter x et y redncitur, quae autem plerumqiH^ 
ad pluiimas dimeusiones assnrgit, siquidem pro casu simplicissimo, quo ^ i!, 
ad sGxtum ordinem ascendit. 


DESCRIPTIO CURVAE SIMPLICISSIMAE QOO n = 2 


13. Hie ergo ob » = 2 Brit b = 
Maxima igitur ourvae distantia 
erit (7^ = 6 + 1 = 2,1547, ad 
osculi erit r = *± ‘ = 0,6830. 



Pig. 3 . 


sec. 30" ideoque proximo 6 =-= 1,1517, 

seu quasi absis sumriui 
noimalis, ibique radiim 
distantia erit & — 1 = 0,1547, quae a 
maxima distabit angulo — ISO' 
ideoque in axem AG coiitinnatuui 
cadet, quae sit 01, ubi cvirvsi 
iterum ad axem erit normal in. 
At vero radius osculi in I oril. 

i) 1 

^2 = — 0,1830. Longitudo autnni 
curvae ab abside summa yi. a c l 
imam I protensae aequabitur Homi- 
peripberiae circuli radio 1 descripti. 


ya 

a Centro 0 (Fig. 3) 
quam curva est 
Minima 


)— 121] PEK AECUS OIECULABES METIKI IJOEAT 

14, Pro aliie ourvae punctis msmorabilibus defliiienclis sumto arou 
Z=w orit distant, ia CZ=1> + cos lo. Pro angulo ^autom AOZ=<p habe- 

mis tang. = tang. ubi posito tang. -,-» = < erit 

tang. 0 ”= « ■■== t ” 0,2G79 1 

vicissiro 

t = m 1/ ‘ ±i = 3,7321 Jf . 

im igitnr sit tang, orit tang. = 'j , nudo fit 

4 f ^ 9/i\ = tang, fp' 

1,5. Snmamus nunc arcum gl Ji= 90” = eritquo distantia CE^h 
4 angnlus = 00"- » = 0, undo patet roctam GE curvam if tangore ibique 
idium osculi foro == 1. Pro angulo 075 inyostigando habeinus i « 1 o 
= 0,2G79 = tang.0. Erit ergo angnlus d — 15“ 0 ideoque .j- (p - o loeqn 
loclo erit augulus 

16. Ilino igitnr ciirva ad axom appropinquabit mimquo mox sooabib, n. 

nbi ergo, cum flat <p^0, erit til-uu)=-‘2u ^,732 (1 - ««) = 2 

nclo repeifltur «»( = 0,4641 liinoqne < = 2,7321.‘) Krit ergo -^-o) =69 o4 idooque 
4 =.139" 48'. Unde patot curvam hie ad axom sub angulo 49" 48 
Itai distantiamvrro fore ( 17 ^= d - sin. 49” 48'= 0,3909. 

OJJO eiit 1,0483. Hie ergo ourva lam ni contiaiiam pai'em 

deoque punctum flexus contrarii praecesait punetum I<. 

17, Ad hoc ergo punctum, quod sit in Q, inveniendum lam supiia 

lotavimus id incidero, ubi distantia Off = y** =“ sub 

.deoque cu = 126" 16'. Quare hoc loco ourva ad reotam OQ mclmatm sub 

^ , 4^1 R9® HR' pvit t = 1,9319 liiucQiiG polio 

ingulo 35n6'. Quia porro est 38, oi , 

. = 0,5176, quae est tangons anguli B, qm consequonter eut 22, oig 

1 ) P ..0 too Mso namero substituoadum (,= 2,M26, ox quo valoro soquitui-|- « - G8»32'. 
Quamobrem etiam numeri sequentes comgencli sunt A. K. 
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- -v uo 2a-~lo<. 

}<^ = 7“oi', consequenter angulus FC(7 = 15" 48'. Ex liis autem principali. 
bus ciu'vfie pimctis tractus curvae facile satis oxacte describi poterit, unde cu 
recta A I siinul curvae sit diameter, tota ourva habet hano liguram (Fig's) 

SUPPLEMENTUM 

18. Solutio sequentis problematis non parum elegantis omnes cams 
inethodo praecedente inveutas raulto facilims et conimodius largietur. 


PEOBLBMA 

IwcMire amam A'/ (Fig, 4) ad punclum fmm C relatmn, cuius (milikt 
incus Ji/C ad anjudmn liZO ubique eandem leneat ratiomm. 

SOLUTIO 

19 Hie igitur statini patet arcum curvae EZ, quia angulo EZO est 

opertioimlis. aequalem fore arcui oirculari eimdem augulum metieutis 

■deoque, si bae curvae fuerint algebraioae, eas scopo nostro esse satisfaotuvas. 

Ad eas invenieudas ponamus an- 

guliiin JjJOZ = (p et distantiam 

GZ ~ 0 ^ ut habeamus pro situ 

proximo Z 8 — zdcp et 08 = dz. 

Ponamus mine auguliim EZG=u}, 

arcum vero EZ===^ao}, et quia 

omnes curvae similes ad idem 

punctum 0 relatae aeque satis- 

aih ovmici T?v • faciunt, sumere licebit a = l, ut 

statim nrflphftf elementum Zz — dwy et nunc trianguluui 

Jtatim piaebet has dnas aequationes 

S»=.dwc.os.m et «5fp = 5(usiu,£o. 

IX ^tatim dat . = i + sm,a., unde 

u-cus EZ evanpsc;t*’fn?'“'f manifestum est in puncto E, ubi 

banc reotain C'il^orroiir™ ideoque distantiam OE^l 

^ loie cinvae tangentem m ipso initio M 
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21. Pro elemento ergo angulari d(p habemus 


d(p = doj 


hdca 

h A- sill, fii 


ideoqiie cp 




hdct 
h sill, ro ’ 


ad quam forniulam integrandam ponamas tang. - w — t, unde fit sin. cu 
et dco^rpj,, unde oritur formula 

1 *“ 1 " ut 

bda _ 

b -P sin. a b (l -H it) P i 


‘Jit 

i ip » 


P on am us y = cos. /?, ut oriatur 

hf;(X) __ 

h p sin. CO 1 p tt A- 2 1 cos. (i 


cuius formulae intograle semper exprhnet arcum circuli, si modo fuerit 
> 1 et y per cosinum cuiuspiam auguli ref end queat. Constat autem liuius 


formulae intograle fore 


sin.fi 


A. tang. 


t sill. ^ 

1 P I COB. (i ’ 


it a ut lam nacti simiis banc aequationem 

2 . , t sill, (i , 

unde patet, quoties sin./? fuerit numerus rationalis, istum angulum semper 
geometrice assignari posse kleoque curvam nostram fore ^ algebraicam, et quia 
angulum (3 infinitis inodis accipere licet, simul i.-eperiri innumerabiles curvas 
algebraicas scopo nostro satisfacieutes, quippe quarum omnes arcus per arcus 
circulares mensurantur. Evidons aiitem est lias curvas cum iis, quaa ante 
invenimus, perfecto convenire, quia bic tantum aliud principiuni est assunitum 

in K 

22. Quouiam igitur sin. /3 deb et esse iinmerns lationalis, ponamiis Wi 

ita lit n sit numerus quicimque uuitate maior sive integei sive fiactus, ac 
posito brevitatis gratia 

, , t sin. d 

A tang. 


6 



272 
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[122-123 


qui ergo angulus in principio, ubi cu = 0, etiam svanescit. Erit igitur 
— ^ = -- £u— ac positis coovdinatia orthogonalibua G.P = x ot PZ = y evil 


Cmu poiTo sit 


tang, cp = et tang. ~ w ^ = 'l/^ 


0-~X 
n + X 


,2 = & sin. CO = & -I , 


patet etiam t aequari fimctloui ipsius ^ Mucqiie etiam tang. <9, ita ut hinc pro 
quo VIS casu aequatio inter coord inatas orthogonales a; et ^ erni queat. 


lives igemus nunc praecipua pun eta liiiius curvae ac primo qnidcni 
capiamns arenm = eritqne angulus co rectus et distantia CA ad 

cuivani eiit noimalis shnulque erit curvae diameter, circa quara curva utrinque 
pan tractu protenditur. Hie igitur erit tang. co = ^ = 1 ideoque 

tang. A- A 

l + cos.jo » 2 


ita ut ^ ^ vinde invento hoc angnlo /9, cuius cosinus est y-, erit 
angulus — Ip<3a autem distantia CA erit + qime orit 

maxima, ad quam curva pertingere potest. 


24. Considereimis nunc portionem hnius curvae a puncto E retro pro- 
tei^am ac sumamns arcum El quaebanti aeqnalem, unde statui oportebit 

-g , atque in hoc puncto I erit distantia Cl = & — 1, quae est omnium 
minima, ad quam curva descendere potest, hicque iterum erit CX ad cnrvam 
normahs pariterqne eius diameter, unde suffleiet cnrvam tantum ab yl per E 
nsque ad I descripsisse. 


1 ^ ^ 0 = A tang, sicque iste 

angulus 5 ent negutiyus eiusque tangens quae expresL est cotan- 

gons anguh sicque erit = unde' prodit an^s 
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quamobrem angulus inter clistantiam maxhnam = & -h t et minimam 
— 1 iuterceptus erit ACI = (n — l)7t, prorsus uti supra est in- 
ventus. 

26. Consicleremiis denique casmn, quo arcus EZ semiperipheriae aequalis 
accipitur sive co — ?t, ubi ergo distautia curvam iteruni tauget; turn igitni 
erit t = oo et tang. 6^ = tang. /i ideoque 0==^ sicque erit angulus y = 7i — 2w/3, 
qui est duplo maior quam angulus JjJGA, prorsus ut indoles diametri postulat. 
Cetorura hie notasse iiivabit oinnes formulas hie inventas ad praecedentes 
reduci posse, si loco t scribatur simulque angulus (p minuatur angulo 

jiiCA = - 11(3, 


Lkoniiaudi Eui.wia Opera omnia lei Commeufcutiones analyticao 


86 



DE LUSTEIS CUEYIS QUAEUM EECTIEIO A ( ) 
PEE DATAM QUADEATUEAM MENSUEAl’lJli 


Commentatio 817 indicis Enestuoemiani 
Opera, postuma 1, Petropoli 1862, p. 439—451 


1 . Satis iiotum est problema inter Greometras olim iniiltuin iiin» 

quo Imeae curvae quaerebantur, quai-um reotiflcatio a datae curvius i|itii.ii'uti..a 
p ea , CUIUS solutioneni etiam Hermannus') beatae memoriao coutni. iixmiu’i-- 
tatiouem summorum Qeometrarum ita feliciter expedivit, ut non suiuiu 
as omxas algebiaioas, quanim reotiflcatio a data quadratura iiciicli'riil. 
^xtabuent sed etiam banc conditionem adiunxerit, ut istae curviio nru.i.. 
0,1™'"'^ r lubuerit, baberent arcus absolute rootilii-iil.iirA. 

qua Hermannus erat usus, nimis vidorofcni' rocdiuliiji 
uberiorem usum in Analysi satis acoommodata, aliain imil.lu.dmii 
ac aci em investigavi, cuius ope non solum hoc probleiiiM, s(%il (diinii 

queant, expedite resolvi possiiut. (•..i,.- 

i-nnHn 1 ^ uovam Analyseos speciein, cuius elomnnl-ii, qiUK- 

Acni videntur, diluoide exposui in Novis Ooniiii(Mil.ai-iiH 

Aeaderaiae iinperialis Petropolitanae.’) 


ffv-ibo luethodi bauefloio, si proponatur quadratura seu formula iiilr- 

Mes cnT™T? ^ f™<=tioue ipsius ^ qnacuuque, iuninH..ra- 

ita nenl T ^ i^eflnin possunt, quarum reotiflcatio ab iatii I'oriimla 

! lutegratione concessa omnes harum curvarum armm 


1 ) Vide iLotam p. 82. 

2 ) Vide notam p. 248. 


A. IC. 
A. K. 
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definite deflniri queant, Per variabilem scilicet « emsmodi expressioues 
aleebraicae pro coordinatis a; et y assignantur, vit inde formulas + rty) 

integratio perducatm- ad huiusmodi formam afZch + V, ulu K sit functio 
algebraica ipsius Verum haec quantitas V non arbitrio noatro relinqmtuv, 
etiamsi inflnitis media variari queat; atque bine ope metbodi a me traditae 
problema non ita reaolvi potest, ut curvavum inveniondanim arcus absolute 
per formiilam propoaitam fZclg eiusve multiplum afZd 0 oxprimantur. 

3. Maxime igltur diveramn oat problema, quo quaermitur emvae 
algebraicae, quarum arcus per propoaitam quampiam formulam mtegralem 
f'Zd^ aimpliciter aine adiimctione cuiusdam I'unctionis algebraicae exprunantur. 
Atque adeo hoc problema saepenumero lie soliitionem^ quidem a mi ere 
videtur. Ita ai sit Z^j- et ourya algebraica sit inveatiganda, cuius arcus 
per a f-- sen ah exprimatur, vehomenter dubito, iiuin qniaquam uiiquam 
huiusmodi curvam sit reporturus. Quaeatio scilicet hue redit. iit emsmodi 
binao fiinctionoB algebraicae ipsius z invoniantiir, quae pro coordinatis et i/ 
substitutae praobeant + dy’) ■= ■ Postquam equidem boo problema 

iimltis moclis tentavi aliisquo insignibus Qeometris oiiodandnm proposui, J 
neque ego neque qiiisquam alius solutionem assoqui potuimua, cum tamen, iii 
genere si quaeratur oiirva algebraica, cuius rectifleatio a loguntbmis peudeat, 
problema sit facillimum atque adeo parabola eoiiica oi satisfaciat Unde con- 
cludendum eat hoc problema vel omnino nullam solutionem admittere vel 
niGthodum adhuc plane nobis incognitam lequiroie. 

4. Eveniro quoque posse videtur, nt huiusmodi problsmata uiiioam 
tantum solutionem adinittaut neque plus iina curva exliiberi queat, emus 
arcus per clatam formulam integralem exprimantiir, Equidem hoc sum ex- 
pertus in formula TT'-f-T. exprimitur; nullam emm 

aliam lineam curvam algebraicam inveniro potui,>) cuius arcus per eandmii. 
formulam exprimoretur. Sic nulla videtur extare curva algebraica, cums 
arcui euiciinque aeqiialis arcus circularis exliiberi queat, etiamsi mnumerabi es 
lineao algebraicae sint notae, quarum rectifleatio a reotifloatione cirouli peu- 
deat. Statim enim atque hae ourvae a oirculo sunt diversae,^ earum arcus 
aequantiir aggregate ex arou quodam ciroulari et liiiea geometrice assignabi , 


S6* 


l) Vide p. 88. 


2) Vide p. 83. 


A. K, 
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qiifie nonnisi certis casibua in nihilnm abire potest. Idem tenendum est de 

formulis et aliisque, in quas ilia formula rjp,. 

J }/( 2 a 2 — zz) J aa-\- zz J y(aa — zz) 

substitutiones trausformari potest. 


5. Dantur tamen etiam eiusmodi formulae J^Zdz, pro quibus innumera- 
biles curvae algebraicae exhiberi possunt, ita ut infinitae curvae algebraicae 
assignari queant, in quarum una si capiatur arcus quiounque, in reliquis 
omnibus pares arcus abscindere liceat. Hue imprimis pertinet problema olim 
a Celebb. Bernoulliis^) tractatum, quo curva algebraica quaerebatur, cuius 
rectificatio cum rectificatione curvae elasticae couveniret sen per banc for- 
mulam expriineretur; invenerunt enim lineam quart! ordinis, ob 

figuram lemniscatam dictam, quae huic scopo satisfaceret. Ostendam autem 
praeter lemniscatam inlinitas alias exhiberi posse curvas algebraicas, quarum 
arcus generatim per eandem formulam exprimantur. Cum igitur leiimiscata 
docente 111. Fagnano®) banc habeab insignem proprietatem, ut in ea periude 
atque in circulo arcus quotcunque aequales abscindi queant, eadem proprietas 
quoque in omnes curvas, quarum arcus per eandem formulam ex- 

tf ]/{a* — z*) 

primuntur, competet; quae ergo merentur, ut diligentius evolvantur. 


6. Methodus quidem, qua banc invest! gationem suscipio, per se satis est 
plana et ope calculi angulorum facile expediri potest. Si enim arcus cuius- 
piam curvae per hanc formulam J Zdg debeat exprimi, vocatis coordinatis 
orthogonalibus a; et y atque intro ducto angulo quocimque cp statu atur 

dx = Zdz cos, (p et dy Zdz sin. (p\ 
sic enim prodibit arcus elementum 


y [dx + dy'^) = Zd^ ipseque arcus == j* Zdz. 


l) Iac. Bernoulli, Solutio proUematis LiciBNiTiAm de curva accessiis et rccessus aequahilis a 
2 )mcto dale, medmnte reetifleatione curvae elasticae, Aota erud. 1694, p. 276; Opera, p. 601. 

omhuciio cmvae accessus et rccessus acQurMlis, ope rectificationis curvae cuiusdam algebraicae, 
Acta erud. 1694, p. 336; Opera p. 608. 

Ion. Benrnoulli, Consiniciio facilis cM'vae aecessus acQuabiUs apimcto data per rcctificationem 
cmvae idgelraicae, Aota erud. 1694, p. 394; Opera omnia, t. 1, p. 119. A. IC. 

p -^^^duzioni matemaficbe, t. 2, Pesaro 1750’,' Opo'e matemaiiche, t. 2, Milauo- 

Roma-Napoh 1911. A. K. 
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Unde quaestio hue reclit, ut, quemadmodum arcus cp ad variabilem « compa- 
i-atus 0336 debeat, investigetur, ut ambae formulae ZeU cob . <p et Zd^ sin. cp 
ovadant jntograbiles; quippe quod conditio, qua curvae debent esse algebraicae, 
postulat. Hunc in flnem illae integrationes per solos sinus et cosmns angu- 
lorum sunt absolvendae neque ipsi anguli, qui formulas redderent transcen- 
dentes, sunt admittendi. 


DE CURVA LEMNISCATA 

7. Propositum ergo sit curvas algebraicas investigare, quarum arcus in- 
definite per banc formulam integralem exprimantur, ot positis 

coordinatis orthogonalibus £» et y statuamus 


dx = - 


aad0 


cos, (p 


et dy = 

y{a^ - 8^) 


quas formulas absolute integrabiles reddi oportet. Ut partem quoque 

ad calculum angulorum perdneam, pono 


ut fiat 

et ob = aVsin. 0 orit 


= aa sin, 0, 


V{a‘^-~ = «« cos. 0, 


ad 0 cos. 0 aad 8 

2]/sm.fl 


ado 

Q j/sin, 0 


Hinc itaque nostrae formulae integrabiles redd end ae sunt 

, adOcos.tp . adOHm.tp 


Ponamus ergo (p=^nd, ut sit 

2dx _ dO COB, nO , 

a l/sm, 0 a y sin, 0 

et Yideamus, quinam valor es pro n sumti has ambas formulas integiabiles 
reddant. 
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8 . Consideremus in genere has formulas 

0 cos. m 0 , f/ 0 sin. m 0 

^ — et — - 

f/siii, 6 ysin. 0 

efc pei’peuclamus, quomodo ad simpliciores revocari possint. Tails enim 
reductio unica via esse videtur ad casus integrabilitatis eruendos. Statuainus 
ergo primo 

F = cos. {m — 1) 0 Vsin. 0 


et differentiando habebitur 


— {m — l)dO sin. (^m — 1)0 sin. 0 -]- d 0 cos. (in — 1) 6 cos. 0 

■psin. 0 


Cum autem sit 

et 
erit 


sin. sin. 0 = Y cos. {a — 1)0 — y (« + 1)<9 
. a 6 cos. 0 = ~ cos. (of — 1 .) 0 + Y cos. (a + 1)0, 


cos 


/•/ P = — ~^)d0 cos, { in — 2) 0 + (2 w ~ 1) o(0 cos. mO 

4]/sin.0 ~ 


unde obtinetur 


r d0CQs.w0 ^ A cos, (w-l)0]/ sin. ^ , 2 w — 3 CdO cos. (w — 2) 0 
d ysm.0 2«i— 1 ysm.0 


9. Si delude simili modo statuamus 


erit diHerentiando 


^ = sin. (m — 1)0 ysin. 0, 


ilQ^ 

Cum vero sit 


(in l)f?0 cos, (w — 1) 0 sin. 0 '\~ -^d0 sin. (in — 1) 0 cos. 0 
ysin. 0 ~ 


cos. sin. = - i sin. (« _ 1 ) 0 .|- 1 gin. (a + 1 ) 6 
et 

sin. aO cos. 0 = sin. (of — 1) 0 A sin. (« -\- 1)0, 
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erit per substitutiones 

_ ^2 — 3) rfO sin. (m — 2) Ojr — 1) <7Q8m. m O ^ 

il/Biii.G 


Unde singulis partibus mtegratis consequemur 

(-,10 sill. mO 4 sin. (m- 1 ) 0] / s iii. 0 2»ii - 3 

,/ 3m-l ysin.O 


]/sin. 0 


,, (tacos. 7iu ((usiiKitO fn print iute- 
hincqiie ergo patet, si formulae propositae ot 


et 


dO co s. nO dO ain, vO 

limcque ergu pii-uou, ^ ^ yain. o ysm-O 

™bil6B casu « = A, turn etiam integraWlee eese futuras casibus « = ;. + 2 
! = ; + 4 , » = A + 6 etc. sicque ex uno inflmtoa resultare casus mtegraMes. 

10. Ex his autem reductionibus statim unus se offert casus absolute 
integrabilis, scilicet quando 2«»-3-0 seu w = |; nnde obtmemus 

f. COS. - 0=^2 cos. - ^ysin. 0 

J ]/ Bin, 0 2 ^ 

ain. d = 2 sin. - d ysin. d . 

J ysin. 0 2 2 

1 j HP 11 = 7, unde fit 

Deinde integratio succoclet casu in ^ y sou 

f.JL. cos. ^ d - - cos. -- d ysiu. d + 2 . 1 cos. i 0 ysin. 8, 

J ]/sin. 0 2^2 

rj.«^ ain.ld - ^ siu.idl/sin.d + 2 .| sin.-^y Vsin.d. 

J ]/sm. 0 2 3 2 

aon = Qrii dat 

Hiuc progressus patet ad casum in j 

]/sin.O 2 5 2 

l/sin.O 2 5 2 
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et sequeus casus? m = -- praebebit 

f 

^ y&m.Q 2 

r dO . 15. /2 . 13 . , 2.6 . 9 . , 2.4.6 . 5 ^ ^ 2-^1 

/ ~7 sm. — ^ - ( - sin. —(9 H sm. — ^ + sm, --/9 -f- 2 • ~- 

^ ysm.0 2 \7 2 5.7 2 3.6.7 2 3 .^ 


cZO 15. /2 13 . , 2.6 9., 2. 4 . 6 5^ ^ 2 . 4.6 1 

cos.— /9 -(-gos.— < 9+ — cos.— cos.-6>-(-2.— cos —d 

\1 2 5.7 2 " " " .. I . - p 


3 . 5.7 


3 . 5.7 


i'G . 1 ^ 

sin.— 

5.7 2 


Vsin.O. 


= aa sin. 2a) sou 

sin. 2a) = 

8SS 

> 



aa 


-\W- 

aa) 


+ tK." 

aa) 


11. Ut in coefficientibus angulorum fractiones ovitomus, ponamus 0 = 
ufc sit 


unde erit 


et 


Atque infinitas curvas algebraicas exhibere poterimus, quarum arcus seu valor 
integrals 

jy{dcc^-\- dy^) 

praecise fiat aequalis formulae 

r aad 0 r dm 

J ’]/{a^ — g*) J l/sin. 2 o 

Ac CLiiva quidem prima eaque simplicissima his continebitur coordinatis 
x==a cos. to "Ksin. 2a) et 1 / = a sin, o) l/sin. 2a), 

ex quibus fit 


^^i~yy^aa^m.2w et ]/(a;tc + 2 /^/) = tt l/sin. 2a). 
Hinc ergo porro elicitur 


cos. 0) = 


et sin. 0 ) *= — — ^ 

y(a}x + yy) 


sin. 2a) = 2 sin. to cos. to — — - . 

xx-\-yy 


ideoque 
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Quo valore substitute habebitur aequatio inter solas » et y pro onrva 

{xx-\-yyy='^aa,xy, 

quae est ipsa aequatio lemiiiscatae. 

12. Seounda ourva algebraioa, cuius arcus per eandem formulam 

n aad^ ^ ^ r 

j Jy Bin. 2 03 

exprimuntur, continebitur his coordinatis 

a; = (cos. 601 + 2 oos. to) l/sin. 2 to , 
y ^ ± (ain. 5w + 2 sm, w)ysin. 2a3. 

Tertia porro curva aeque satisfaciens his 

a; = -|.(cos. 9 to + I cos.bto + cos. eo)ysin. 2 to, 

y = (sin. 90, + 1 sin. 5to + sin. to) ysin. 2(o. 

Quarta vero his 

» =. f (oos. 130, + I oos, 90, + -^1 cos. 5 o, + cos, o,) ysin. 2 o, , 

y = ^ (sin. 130, + I sin. 9 o, + sin. 6 o, + |^f- sin. <o) ysin. 2 o, . 

Quinta bine sponte formari potest 

8 r. . 8*6 Q I COS.cu)ysin.2co, 

a) = ^(cos. 17 «; + 1 cos. 13 co + 7.-5 cos. 9 co 4 - cos. oco -h ^ 3 . 1 

a, . 1 ® * i£i 1 L gin sin. 6co 

2^=.^(sin. ITw + ysm.lSw-byrs ^ 7-6'3 7-6'3-l 

18 Sic ieitnr infinitas nacti sumns curvas algebraicas, quaicim 

LE<,»HA.m Bulkbi Opom omtiin, I,l Oommentatione. analytaoae 
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curvae in omnibus illis ai’ciivS aoqnalGs abscindi possintj vix tameii assevGran^ 
ausim praefcGr has null as dari alias curvas algcbraicas, quae eadem praedituu 
sint proprietate. Metlaodus enim, qua sum usus, non ita est comparata, ui. 
pro general! haberi possit, propterea quod in formulis § 7 angulum (p ian-* 
quam multiplum anguli 0 spectavi, cum tameu fortasse alia relatio inter nos 
intercedere possit, quae ad iutegrationem aeque sit accommodata. Hoc iiidn 
suspicari licet, quod, si aliae formulae integrales j Zdz proponantur eaeqiin 
pari modo ad angulum quempiam 0 reducantur, integratio non succedat pro 
angulo (p multiplum anguli 0 assiunendo, cum tamen saepenumero alian 
lelationes negotium conficiant. Hniusmodi casus probe notasse iuvabit, 
quoniam inde forte methodum latius patentem talia problemata tractandi 
derivare licebit, si cimctae operationes, quas varia problemata singularia r<‘- 
quirunt, diligenter perpendantur atque inter se conferantur. Quern in finoni 
unam atque alteram soliitionem similium quaestionum adiungam. 

DE PARABOLA 

14. Proposibum itaque sit alias curvas algebraicas iuvestigare, quarvim 
iGctificatio conyeniat cum rectifi cation e parabolae seu qnarum arcus indofiiiHio 
exprimaiur per hanc forraulam 

Necesse igitur est, ut coordinatae ortbogonales ita se babeant 

® efc )/ =/ -- V{aii -I- m) , 

ubi definiendum erit, qualein relationem angulns (p ad variabilem is tenoro 
debeat, ut ambae istae formulae integrabiles reddantur, Ponamus ergo 

^ tang, e, 

ut fiat 

Viaa = a sec. 6 ^ , 

cos.d 

dz dB 
tt cos. 0 ^ ’ 


et cum sit 
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erit arcus 
et coorcUnatae 


•• '-/v: 


\10 sin. (p 
¥~ 


atoue hie iterum observe certa meltipla anguli 6 pro angulo ,p exhiben 
posse quibus ambao formulae intograbiles ovaclant. Statuatur ergo cf-nO, 
at habeamus pro coordinatis sequentea expressiones 


X 


\lO(iQs.nO 
00 s. 0® 


ei 


y 


I'dO Hill. nO 
I cos. ¥ 


f 

I 


2 Bin. (» - 1)0 _ n + 1 , 

"(u'Z'sjcOH^ ¥ n-S J COB.0 

: + i. f 
1-3 J 


dO sin. (« — 2 )0 
cos. ¥ 


15. lam per recluctionem formularuin iiitegraUum, quali supia sum usus, 
reperiemus 

'dO COB. nO ^ 

cos. ¥ 0* “ 

f\iOBm.nO ^ ~ 2 Gos.(« - 1)0 _ 1,-1; 
cos. 0® 

„nde patet, si integrabio suecedat casu c^a" 

dere oasibus „ X + 2, » = ^ + 4 , « - ^ + 6 etc. s.que mflmtas 
algebraicas ex unioa impetrari. Patet autem, si sit «-l, ioi 

COS, 2 0 
2 cos. 




/ 

dO cos. 0 

cos. 0® 

sin, 2 0 

2 cos, 0^ 

et 

rdO sin. 0 __ 
J cos. 0® 

sive 


./ 

'dO cos. 0 

COB. 0^ 

sin. 0 
cos. 0 

et 

/’^0sm.0 ^ 
J cos. 0^ 


casu 

proclit 

X 

a sin. 0 
cos. 0 

et 

^ 2 cos. 0® 

ergo 

XX a ain. 0* 

2 a 2 cofl. 0* 

hineque 


xa 

a 





!/" 

' 2a 

== — > 


quae est aequatio pro ipsa parabola. 


36 * 
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16. Yerum etiamsi hie unum casum integrabilitatis, quo (p^ 0 seu w = i 
habeainus cognitum, tamen singulari fato ex eo nulli alii casus elici possiint 
Si euim statnamus n = 3, ob clenorainatorem n — ^ evanesceutem integralia 
incle pro casu (p = Sd minime reperiuntur. Casu autem n=^~l formulae 
praececleutes redeunt, ita ut propter hoc iucouimodum nullus aditus ad ciirvas 
magis compositas pateat. Yideri ergo posset parabola pari conditioue prae- 
dita ac circulus, ut praeter se ipsaru nullas alias agnoscat curvas algebraicas 
secum commensurabiles. Ex ipsa verum augulormn compositione manifestum 
est, quicunque numerus integer excepta imitate pro n statuatur, formulara 
J “coTo>~" Iii4n<iuam mtegrabilem evadere, sed semper per integrationeiu ipsum 
angulum 0 induci. Interim tamen alia methodo quaesito satisfieri potest, 
unde non difficulter talis curva eruitur 

(C = j0y{4:-^ 00 ) et = + 

seu 

pro qua est 

Vidas' +dy‘) = dey{l + 0e). 

DE ELLIPSI 

17. Piogiedioi ergo ad curvas algebraicas indagandas, qiiarum arcus cum 

arcubus ellipseos sint commensurabiles. Quaestio igitur hue redit, ut cur- 
varum inveniendarum arcus exprimantur per hano formulam fd^VU+’P!^}, 
quae est formula pro arou elliptico abscissae « respondente, dum applicata 
es ==.m (1 ^ 2 ). Pro curvis ergo, quas quaerimus, statuamus coordinatas 

*=/d.cos.cp]/(i+^D 

• 'P'O'^odo angulus ip capi deboat, ut ambae istae formulae fiant 

integrabiles. Pouamus 

et hae formulae erunt ^ ^ 

f 6 cos. f/)y(co8. 6 -f 5WW sin. d^) et y =Jdd sin. (p ]/(co8. 6^ + mm sin. 
ubi manifestum est, quaeounque multipla auguli e pro <p statuantur, has ex- 
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ressiones nuUo modo ad integTationem perduci posse. Aliis ergo artificiis 
edfc ateudum, siquidom certain est dari curvas algebraicas qiiaesito satis- 

facientes. 


18. Quoniam irrationalitas negotimn tuvbat, ad eius speciem saltern 
tollemlam pono 

m tang. 0 == tang, co, 
mm sin. 6^ = cos. 0^ tang, 

hincque cos, 0 

]/(cos. 0^ d- mm sin. 0^) = cos. 6* K (1 + tang, w ) 


COB. (0 


et 


Hac substitutione facta nostrae coordinatae erimt 

[* dO cos. 0 COB, (p . r ^^CQS. Qsin .^ 

cos:® - 

ubi notaudum est angulos 0 et co ita a se invicem pendere, ut sit 

mdO __ _da^ 

w tang. 6 ^ tang, w ideoque ^^2 — cog. " 0,2 ’ 

Statuatur lain 

(p ^nO — OJ 

et ob . - 

cos. (p — cos, nO cos. w ^ 

sin. (p =*= sin. nO cos. co — cos. 'nO sin. co 

coordinatae ita exprimentur, ut sit ob tang, co m tang. 0 

X ^fd6 cos. e cos. nO + j'cW cos. 0 sin. nO tang. » 

= CAO (cos. e cos. ne + w sin. 0 sin. nff), 

y ^fcio cos. e sin. ne-fdO cos. 6 cos, nO tang, m 

=.fdO{c.o&.eAn.%e-mAa.0w&.‘nO\ 

guas formulas, quicunque nnmerus pro « assumatur praeter unitatem, mani- 
festum est semper esse integrabiles. 
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19* Cum igitur sit 

cos, 0 cos. nO^ i cos. {n -1)0+ ^ cos. (« + 1) 0, 

sin, 0 sin. nO = ~ cos . {n — 1)0— cos . {n + 1)0, 

cos, 0 sin, = i sin. (»» - 1) 0 -|- i sin. (n -|- 1) 0 , 

sin, 0 cos. nO = y sin. (n — 1)0 — i sin. (n + 1)0, 


substituendis his valoribus habobluius 


^ = Y + 1) cos. {n ~l)0~ (m ~~~ 1) cos. (n + 1) 0 ) , 

^ ^ ^ (n — l)0 — (m — 1) sin. (n 1)0 ) , 

unde valores integrales sponte flnunt 

X = (^^^ + l)sm. (n-l)£ > {m ~ l) sin. (n l ) 0 

^ 2(«+l) 

y = (»^+l)cos.(/t-l)tf (m ~ 1) C0f3. (^^ + 1)0 

%-!) 

Hincque, cum pro n miineros quoscunque rationales praeter unitatem acciporo 
liceat, inmmierabiles lineae algebraicae exhiberi possuut. 


igitur iiiiitas pro n substitui nequeat, casus simplicissimiiH 
prociibit, si ponatiir n = 0, quo ergo habebitur 

■j^ 

^ = Y ^ Y ^ 

iL 

27 = Y 4“ 1) cos. 0 ~ ~ 1) cos. 6 = m cos, 0 , 

unde fit 

mmxx + 272 / = mm ideoque y =. mV {I ^xx), 
quae esfc aequatio pro ellipsi proposita, cuius arcus ob a; = sin. d = z utiqiuj 
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„ti reciniritnr, erlt enim . = . et , = ,nV{l - ..)• Aliao q” 

eadem est rectiBcatio, proclibunt, si numero n praeter umtaiem 
tvibuantur. Sit igitur )i = 2 atque habebitur 


unde fit 


1 (w - 1 - 1) sin. 0 — {'tri — 1) ain. 3^, 
y _ _ 1 („^ + 1) cos. 0 H- -g — 1) cos. 3^^, 


xic -y yy 


1 

■4 


(m -h '^y " 1 " 


1 

36 




- (m'in — 1) cos. 20 
G ^ 


SOU 


Yoi'iini praestat uti formulis ilHs pi’o ot 1 / in von ’ , 
efc construendam curvam sunt maxime idoneae. 


quia ad cognoscendam 


21 Anteanam in evolutione horum casumu ulterius progrediar, notan 

— trsirsz 

quod in expressione arcus quadratum nm Untum ' -..ta ^ ambigua 

casus resultant, si numerus n negative oapiatur, ita u' q . j quilfbot 

assumta non opus sit pro n valoros nogabvos ^ ^ 

nmnerus positivus pro n smntus duas praebet 

vel afarmative accipitur vel negative; sioque pos e ip 

biinus ourvas satisfacientes 


a: = i, (m + 1) sin. 0 - 1 (i» - 1) sin. 3^ , 

j/ =, 1 Cm + 1) cos. 0 - I (m — 1) cos. ‘id , 
2 


x=^ ~ {m — 1) sin. d — ~ » 

(in — 1) cos. d — y + 0 cos. , 

2 


ubi qnidem valorem ipsius y negative sumsi. Similes fere expreBsionos pro- 
deunt, si ponatur « = undo quoque bae duae ourvae oriuntur 
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X = [m 4- 1) sin. (w^ _ i) gin. ~Q^ 

y = (m + 1) cos. Y ^ 4- i {m ~ 1) cos. |- 0, 

X = {m ~ 1) sin. 1 0 — (m 4- 1) sin. | , 

y == («j — 1) COS. j 4- Y + 1) COS. 0. 

Atque evidens est eliminando arcu 0 has quatuor aequationea ad eundem 
ordinem esse asceusuras. 

22. Ponainus w = 3 hincque duae nascentnr cnrvae istae 

a; = j {m 4- 1) sin. — sin. 4.6 , 

y = J + 1) cos. 20 — J {m — 1) cos. 40 , 

a; = — [m — 1) sin. 26 - (m ~\- 1) sin. 46 , 

2 / = — (w — 1) cos. 2<9 — (w 4- 1) cos. 40 , 

At si ponamus ~ ^ non multum absimiles liae cnrvae nascuntiir 

ic = j (m + 1) sin. |-6> — A (wj 1 ) gin. 

2/ = j (m! 1) 008, --0 oog, A 

3 9 

j/ = _ (m _ 1) oos.,_e + I («8 4. 1) 00s. 1^. 

f quatuor curvae tantum ad ordinem linearum quartuin 

, ^ quibus perspicunni est, quomodo ex quavis hypothesi qua- 

einae curvae elici queant ad eundem ordinem referendae, nisi quatenus 
01 0 depriini possit. Haec ergo infinita linearum algebraicarum 
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multituclo, quarum areas omnes per arcus ellipticos absolute mensurantur, 
omuino est notatu digna idque eo raagis, quod pro omnibus coordinatae 
30 efc y binis tantum terminis exprinuuitur; nude earum construcbio baud 
paruTu concinna adornari potest, etiamsi plerumque curvae ad altioies 
liiiearum ordines referantur. 


23. De his auteiu omnibus linois imprimis est iiotaudum eas ad classem 

opicycloidum et hypocycloidum pertinere ac per motum volutorium ciTCub 
super peripheria alterius circuli sive extus sive intus describi posse. Hoc 
autom bae curvae a vulgaribus epicycloidibus et bypoeycloidibus differuu ', 
quod in circulo mobili punctum describens non in eius peripheria, sed sne 
extra sivo intra eam assuiui debet. Si enim in peripheria caperetur, 
casu epicycloides et hypocycloides vulgares prodirent, cur-vae deserrptae abso- 
lute esserrt rectificabiles neque idcirco ad nostrum institnturrr essent accommo- 
flatao; sin autem punctum describens in ipso centr'o circuli mobibs assumeretur 
eur-va descripta perpetuo foret cbculus. A'^erum sive punctum deserrbens 
capiatnr extra sive intra peripboriam circuli mobilis, hoc mode semper curvae 
describurrtur, quarum rectillcatio per arcus ellipticos absolute couficr po e^ 
Hostrae ergo curvae prodibunt, si distantia pnnetr describentis a cerrtro cu-- 
culi mobilis sive maior fuorit sive minor quam eius semrdiameter. 


24. Natura autem huiustnodi linearum acouratius porpeusa curvae, 

quarum arcus per arcus datae ellipsis mensrrrantur, ita describr posse 

depreheirdentur. Sit in ellipsi proposita ratio amborum axium prmorpaliurn 

1 : Ml ao posito radio circuli mobilis = r capiatur distantia puncti desoii- 

1 , J-- 1 ■ ' c.;,,.. “ + S- sive = — ir. Turn si iste eiroulus 

bentis ab eius centro sivo = 

super quocunque alio circulo sive extus sive intus provolvatur ab utroque 
pnnoto describente semper eiusmodi ourva describetur, cuius rectihcatio cum 
rectificatione ellipsis propositae oonveniet. Quo autem curvae hoc modo 
descriptae fiaut algebraicaa, necesse est. ut radius circuli mobilis ad radium 
circuli immoti rationem teneat rationalem, quae quo fuerit simplioioi , eo 
minus curvae descriptae erunt compositae; ac oonstituto quidem circulo im- 
moto, sive mobilis extra eum sive intra volvatur, turn vero, sive punctum 
describens extra sive intra oirculum mobilem acoipiatur, quaternae illae curvae 
describentur, quas coninnetas inveneramus. 

Leonhaudi Eulbui Opera omnia lai CommentationcB aiialyticac 
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25. Operae pretimn fore videtur harum linearum epi- et hypocycloi- 
dalium proprietates primarias, qiiatenns hue pertinent, ac praecipne earn in 
rectificationem attentiua coutemplari. Sit igitur G (Fig. 1, 2, item 8, 4) 



centrum circuli immoti AQ eiusque radius CA^CQ^ a, super cuius pori- 
pheria volvatur cir cuius OLIIQF, cuius radius OQ ~ OM ^ r] sit quo pnnctmn 
describens M in radio OB ac vocetur OM’= /ter, ita ut sit sive i 

flive ^ = Hoc modo a stilo M descripta sit curva Dili*, cuius initimn 

JD ei respondeat circuli mobilis situi, quo punctuiu 21 tangebat circuluni. iiii- 
inotum in A. Hinc ergo ex natura motus volutorii erit arcus Q2l aoipuiliH 
arcui QA. Quare si dicamus angulum AGQ ~ cp^ ob arcum AQ Q 
erit angulus Q022 ^ ~ cp, Vocemus autein brevitatis gratia liunc angulmii 
QOM ^ a(py ut sit « = Turn vero ex punctis ill et 0 ad rectam ('A 
pro axe assumtam demittantur perpendicula MJP et OS itemque ex il/ in 
rectani MT axi AC parallelam siutque coordinatae orthogonales curvao dr- 
scriptae GP-^x et FM=^y. 
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2G. Gum iam sit angulns AOQ=^.p et GO = a±r, «b. signum supenu 
pro ourvis epioydoidalibus, inferius vero pro hypocycloidahbus va et. errt 
C 8 = (a -1- r) cos. <p et OS = (a ± r) sic. y. Deindo ob ang COS == 90 - <p e 
erit ang. ^f02-= (« + 1) - 90' 

; pro bypocyoloidalibus (Fig. 3 et 4) ob COS 90 cpe- 

•it ang. MOT =90“ -(«-!)¥>, mde ex triangulo OMl ad I 

b latiis OM = /6r obtinebimus pro utroque casu oiirvarum epioycloidal 

i'ig. 1 et 2) 

cos. (a + 1)^? 


rgo 


OT = + sin. (cc + 1 ) 75 , 

CP =- (a 4- r) cos. (p — fvr cos. {a 4 1) f/» = ic, 
PM^ (a 4 r) sin. (p — sin, (« 4 1) == 2/ 


ifc curvnruna hypocycloidalium (Fig. 3 efc 4) 


MT-^/iir cos . {a — l)cp, 

QT ^ (XT sin. (« — 1)7>, 

CP {a — r) cos. (p 4 cos. {a — 1) f/» = a;, 
ppX = {a — r) sin. (p — sin. (a—l)(p=^y> 

uonsoquenter pro utroque casu coniunctim 

CP a; = (a 4 cos. (p 4 cos. (l 4 -) (p 7 

PM 2 / = (a 4 r) sin. (p 4 (l 4 y) 9- 


27. Hinc ergo videmus totum discrimeii inter has ouryas ep y 
et hypocyoloidales tantuin in signo quantitatis r esse situm, ita 
his exprLionibus pro ooordinatis CP-® et PM^V possimus complect 


a; (ft 4 r) cos. (p — pr cos. (^1 -r 
j/ = (0 + r) sin. (p — fir sin. (l + -7) 9 >, 


37 * 
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DE LINEIS CURVIS QUARUiM REOTIEIOATIO 


l44:<}-<16n 

qiiae proprie ad epicycloidales pertinent, sed sumta quantitate r nepativa 
siiDul ad liypocycloidales extenduiitur. Differentiando ergo liabebimus 


— (a + r)d(p (riu. (p — jn sin. (l -j- cp"^, 

dy r= -p (a -j- r)d(p (^cos. (p — jli cos. -p (p^, 

unde elementum arcus huius curvae V{dx^ -\- dy^) = ds reperitur 

ds = (a -p r)d(py^(l -p jn/n — 2|U cos. 

et radius osculi in M ita orit expressus 

(ft + r) (l + - 2 p cos. y (py 

1 -h Pit -- (2 -f ) cos. y (p 


28. Quacunque igitur huiusmodi curva descripta dabitur ellipsis, in ijiiii 
arcni curvae DM arcus aequalis assignari poterit. Sit (Fig. 5) luioc (dlipsis 
eiusquo axes orthogonales ah et de] vocotur semiaxis minor 
ca = cJ}~G et semiaxis maior erf = cc = me surataquo super 

illo a centre) c abscissa cp — 0 erit applicata pm = my(cc 

et arcus ellipticus 




Statuatur ^ = c sin. 0 eritque bic arcus 

dm = p edOy(l -p {mm — 1) sin. 0^) 

= y’ crfrf]/Q-(mw -|- 1) ~ y(mm — 1) cos.2rf) ; 


quae forma ut illi pro rfs inventae aequalis reddatur, lioii 
oportet 


et 


mm + 1 1 j-pii 

mm — 1 


, I f* b ^ 
seu m — • I ■ 

yt • 1 



PER DATAM QUADRATURAM MENSEB ATUR 
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• i firr 1 2 3, 4 ei’itque arcus 

vel, quod eodem redit, capiatur m — m g. , j 

eUipticus ^ . 

d,„ , ’■ 'd ■ 

Siiperest ergo, ut sit 


unde semiaxes ellipsis fiuut 


3 (|Lt — l)r 


a - r, 


ca 


et cd 

“ a 


GC 


2 d- i)i; C» d- >') 


a 


‘ 29 . lu genero ei'go habebimus hano conskuctionem pro ellipsi quaesita 

•oTir ^VM GO 

semiaxis = et semiaxis = ffg - 

■, .1 ■ i n THflio ra== cb delineotur circulus (tfbf}, turn 

qua descnpta circa centrum 0 laclio _ i -t pe^, « duota recta 

duoatur radius cn ita, ut sit angulus fen ^ i > curvae 

l,n,n axi maiori parallela orit arcus ellipticus 

^ 1 ■ 4 - « T)M TTnflP uatet si circulus mobilis lam poi semipeii 

;sl; M v...!.*., ,»* »» p“*"" '' '“Jr- 

.ppli«blta-, — tagltadmm. rrrtlouem lolvalt, 

elliptico dim. Oum autem circulus niobilis integ .pnnalis' sioque 

tractus curvae desoriptae semiperipheriao e ip'icae a ‘ ^ longitudo 

uti ellipsis est curva in se rediens, ita provolutione contiiiuata longiti 

curvae continuo crescet. 

30. De his curvis adhuc notari meretur immoti 

^ ' * ' 1* b'lis seu fJ - Sr vel si in nostris formulis % 27 

aequalis diametro circuli mobilis seu a 

ponamus t — — habebimus 

a; = -- a cos. <f + “ fia cos. y = — (1 + i“) *' V < 

2 

1 . 1 „ „ ^ fl — u)r sin. (p, 

y = a sm. (p — ™ \ 
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DE LIiNEIS CURVIS QUARUM RECTIEICATIO 


[450-451 


unde prodit 


_ yy 


quae est aequatio pro ellipsi, cuius semiaxes sunt (ji l)f et (^ -}- Ijr 
MB et MV, estque ea ipsa ellipsis, cuius arcubus nostrae curvae meusu- 
rantui‘5 naui ob CQ=^'^GO fit utiquo coi— BM et cc2 = VJM, Potest itaqu6 
quaecuiique ellipsis provolutioue circuli intra peripberiain alterius circuli, 
cuius radius duplo est maior, describi; ubicunqiie enim turn stylus in circulo 
inobili figatur, ab eo ellipsis describotur. 


31. Innumerabiles autem curvae, quae sint cum arcubus parabolicis 
commeusiuabiles, quarum supra [§ 16] unam oxhibui, seu ut positis coordi- 
uatis a; et y sit 

+ d'lf) = dzy{l 

sequent! mode se habebunt. Poiiatur 


2 1 

s = tang, (p seu tang, (p ^ -nz 

H A 


2 sm. wro . 

= — ^3 et w = 

MAA nr\a 1/ 


2 cos. w 93 

^2 ) 


ac statuatur 

X 

wwcoB.qu' 

erit semper, quicunque numerus pro n assumatur, 

jV{d3}^ + = f d^V{l "h 

Facile autem angulus® eliminatnr ob Ylsox yy) = unde fit 

1/2 

UUOi IfJ = — T-,-- 

bincque 


n Yijnx -j- ijijj 


== cos. nrp. 


y{xx -f yy] 

At si variabilem m retinere velimus, erit 

w(n-l)qi-2) ^ 1 ) („ _ 2) (11 — 3) (« — 4) . 

bJ’S 8 “r raj-Trs" ^-etc. 

«-2 




II 112 

T ‘ T' 


1 I nni^z\1\r. 
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If 


PEll DATAM QUADRATUUAM MEN SUBAIU A 

nnsz I H(n— . "'-f.. — etu. 

1 “--iT2 'I 
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1 (-1 

(,1 + ~r) 


jj— a 

T 


quae formulae, quoties n sumituv numerua intefe^r 

munoro oonstabuut. Verum prlorea semper, eta^r pioj* ^^talu^o. _ u 
fractuB, ad aequationem finitam deduount. Veluti si 


Grit hinc 
unde obtinetur 

sen 


2]/2 


et cos. — (p 


'y{xiC-]rVy) 


yy 


cos. <p == 


1 


yy — ^_^_ 

xso-^yy 


X X -p y y ^ "i" y yy 

[yy — xxy = (34 {xx + yy)' 


pro linea ordinis octavi. 



DE OOMPAEATIOJ^E ARCUUM 
CURYARUM IRRECTIEICABILIUM 

Oomraeutatio 818 indicis BNESTiioiiMiANr 
Opera posbuma 1, Petropoli 1862, p. <162— d86 


SECTIO PBIMA 

CONTINENS EVOLUTIONEM HUIUS AEQUATIONIS 
0 == « -}- 2/? (a; -\~ y) ^{xx -\- yy) -\-2dxy 


I 

Si ex hac aeqiiatione siugillatim utriusqiie variabilis x y valor exti 
hatur, reperietur 

_ +2/3(d - y)x + {86 ~~yy)xx) 

V ’ 

X = — «y +j ^8 — y)i/ + (dtf — yYiyy) 

y 

Ponatur brevitatis gi-atia 

eritque et Sd-yr^Gp 

IS + yy + dx = + yp(A + 2Bx + Gxx), 

§ + YX + Sy^- yp{A + 252/ + Oyy). 

II 

tteris iam A, B, G pro lubitu assuintis ex iis Utterae a, 8, v, d et i) 
sequent! modo deHnientur. Prime ex aequalitate secunda fit S-f-J’ 



462-463] DE COMPARATIONE AKOUDM O URVAItUM IBBEOTmCABILlPM 

qui valor in terfcia S -|- ^ = f£- substitutus clat <1 + / — jj - 1 ita ut ait 

„ aii ,Bp , 

Hinc autem aequalitas prima abit in hanc 
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Ca^ .Bap_ 
-jjf b'Yp' 




ex qua definietiur 
in deque porro 


^ Ba) 


„ liUGl + BBIi - B Ga) .. _PKA9::?M 

(} ’i^/cx A o T3 -jS 






B(^A^-Ba) 


Sic ergo litterae « ot /3 arbitrio noateo relinquimtur, quarum 

unitato exprimi potent, altera vero oonstantem arbitranam a ooefflcrentibna 

A, By G non iDendentem exhibebit. 


Ill 


DiCfei-entietur nunc aequatio proposita ac prodibit 

dx{(3 + )'3) + Sy) + di/(/7 + yy d- = 0, 

unde conficitur haec aequatio 


dx 


■iiif 


/3 "b yy "b 

quae snbstitutis valoribus in articulo I inventis abibit in hanc aequationem 

dy 


differentialem 


dx 


y^A-^- 2Bx~\- Gxx) y{A~^ ^By Gyy) 
cuiuB propterea integralis est ipsa aequatio assumta. 


T=- 0 , 


IV 


Proposita ergo vicissim hac aeqnatione differential! 

dx =3= 0 

y(A^~Wxi- Oxx) y{A-[-2By^ayy) 

Luonuakdi Bulbri Opera omnia l9i OommentationeB analyticao 


38 



298 I>E COMPARATIONE ARCUUM CURVARUM IRRIilCTmCABILIUiAr [453-454 

eius integralo semper algebraice exhiberi poterit, quippe quod erit 

0 = « -b G(i + BB(i - BCa)xy 

' B (2 A(i - Bk) ~~ ~ - • 

et quia hie continetur consfcans ab arbitrio uostro pendens, erit hoc iutegrale 
quoqiie completum aequatiouis differentialis propositae. Brit eruo retenfis 
litteris graecis 

vel y = 

y 

vel a; ^ “-t . 

r 


Quemadmodum autem istarum formularum integralium differentia 


I. 


due 


S I 


dy 


V(A + 2 Bx + Gxx) J y [A -\- 2 By + Gyy) 

est conskus, siqiiidem inter a? et 7/ ea relatio subsistat, ut sit 

0 = a + 2/? (a; + t/) -f y{xai + yy) q- 2do}y, 

ita etiam eadem maneute relatione differentia hniusmodi formularum 

f r ij’dy 

^ ViA + 2Bx^ Qxx) J y{AA^2By~+ G^jy) 

commode exprimi potest; quos valores indagasse operae pretium erit. 


VI 

Posito ergo exponente n ^ 1 statuamus 


V{A + 2BxAGxx) y(A~i-2By-{.Gyyj 

' q valoiibus initio tiaditis pro bis formulis irrationalibus substituendis 


J ^dxY p y^y j/p 

ft -hyy~h^x~^ ^yx f jy 


dV 



DE OOMPARATIONE AKCUUM GURVARUM lEREOTIFlCABILIUM 


454 ] 


m 


seu 


+ '^2/)'+ vdy(fi -H ry + 


at esfc 

4- + j.ai -I- d'y) =. + iKy + '^)(* + y) + + yy)+iYY+ ^^>y- 

VII 

Quo hanc formulam facilius expodiainus, ponamua 

ot o^y ™ «; 

erit 

^a; + i/j/ = <«-2M et »“ + / = « -3(a 
sicque aeqiiatio abit in hano formam 

ji{xdx +'ydy) + Y{xxdx + yydy) -1- dxy{dx + dy) 

= ^(/3/3 + /9(r + 'S')* + y<^** + 

Yp 

Ipaa antem aequatio aaaumta fit 

0 = « -I- 2/3« + fit + 2(d' — r)u 

et penitus introduotis littoris iS et w hababimus 

sen 

dm + rti - (r - 'n») H- f 0 = -t- -- 

YIII 

Ex aequatione autem assumta, si difforentietur, fit 

dt{^ -\r r^) --- ir 


38 * 



.^00 DE COMPAIUTI QNE A RCUUM CURVARUM IRRECTIFIOABILIUM [454 ^ 

unde aequationis ultimae priiis membrum transform atur in 
dt 

y ydtt — {y — 

quod cum aequale esse debeat hnic formulae 


^- (/?/? + ft{y d- d')^ + ydtt {y — 
commode inde oritur 


dV --dt 

l/p r-d 




IX 


Cum lam ait t-x + y, hubebimus sequentem aequationem iutegratam 


/: 


xdx 


- f. 

jXX\ J 1/ 


ydy 


existente 


V(A + 2Bx + Uxx) 


0 - « + 2/3(3; q- y) + _|_ 

siquidem relationes supra exhibitae inter litteras A, B. 0 et « /3 r J ao „ 
locum habeant. Hi„o ergo eadem manente determinatione variabili’um I Z 


erit geueralius 


— / ^ r* + ® + v) Vp 


X 

Progrediamur porro ac statuamus 

_ yydy 

V(A -h 2£x + Gxx) V(IT^T^i) ^ ^ 

erit posito brevitatis ergo 

/?/? + ^^r + d); + yitt q- (y — (S')*,, = 
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DE COMPATIATIONE ARCUUM OURVAKDM IIUIECTIPIC A HELIUM 
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si loco istEiriiTn forniularuin. surd arum 'valorcs ante repBrfci substituantiii , 

Td V 

xxdx(l3 4- yx 4- (hj) -1- yydy{fd -\- yy 4- == y~ 

existonte lit ante t x V ^ 

XI 

Cum nunc sit a;' + ?/" == t'^ — -\- 2w«(, erit eliminatis variabilibus a; et ly 

TdV 

— tdu — tidt) 4" yifdt -- ttdu -- 2t%uit -h 'ndii) 4" du{tdi — d-u) = y^- 


SIVC 


TdV 


dt{l3tt — (iu 4 - yf — ^^ytu 4 - — d^^{^dt + yit — 

Cum autem sit 


du =•■= 


dM±rJl 

V— 


erit liac facta substitutione 


dt 

sicqiiG erit 


^ 71^ y „ fiiit 

(_. (ifit - §{y -1- S)U - - (y - ■= ■ yy = 


dV Idt y ^ . 

■yp^ y-~S 

xn 


Hiiic ergo adipiscimur sequentom aeqiiationem integratam 

J ^IT^^bV^^Gxx) ^ YiA -h 2/i77 + Cyy) 

atquo in genere concludimus fore 


XX dx r yydy ^ Const. — 

'i J Y(A. -h 2 Ihi A- C « y) 2 {y — S) 


^(x-\-y )Vp __ H i0-\- y yVp^ 

f — d 3 (y — ^) 

siquideiu fuerit 0 = a + 2l3{x + y) +’ yimci + yy) + 


= const. 

J y(A + 2 Sx+Gxx) J yiA + 2Bp + Otjij) > 
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DE COMPARATIONE ARGUUM CURVAUUM IRREGTIFIOABIHUil [ 455 ^ 4-5 


relationibiis sujjra assignatis 

yj... „ ~L 

y~S 

Ponatur iain in genere 


y — d' 


giye -.'JL 

- /V r jj 




XIII 


Tdy 


ViAy 2 Bx -f- Gxx) y(A + 2 By + Gyy) 


dV 


eritque pouendo 


y — /?/? + /?(^ + — c)')®w 


x''dx{^ -I- yx -y ^y) -{■ y''dy{p -f- ^2/ + Ja;) = 

Vp 

at ob x-yy = i et xy = u habebimus 


ideoque 


2 '^2 
(3 -f- yx + (^2/ = 


^ + ry-\~dx=^ ~ V(tt~ lu) 

2 ' * 


XIV 


Differentiando autem habebimus 

at ante vidimus esse dn *— + vO , , 

y — j valore substitute prodibit 


dx "= - A?(^l+Jr + — S) Yiti - 4 «)) 

Kr-s)V{H~iu) 

dy = — + 

Hr~i)V(u~ 4 u) 
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DE OOMPAKATIONK ARCUUM CURVAllUM IRRE0T1.EICABILIUM 


bisque valoribus substitutis 

iy dlu) j- Tdf 

dx(fi + ^ 4(r-(r)'y(^i!'-4w) ^^0 

et , , , , -\-Tdt 

dy {(3 + yy 


Nostra ergo aequatione per T divisa liabebimiis 


y^^yai-^A u) ^ ]/p y{tt- 4 .u) 


existente 


t+y{tt-i u) y^‘-yS*l:zM 


.^■+4»+f. >.»s. 

Unde valoree ipsiua ex sequente progreseione colligi potenmt: 


■|/(/i — 4 «) ^ 


^ 0 , 

.■| 7 (a-- 4 w) 

y^— 4w) 


— y 

y(^^- 4 ^t) 


= f 


- (yy 2 r d - 4 d ’ 

= 4 (r--o) 
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CUIIVARUM mRECTIPICABILIUJI [ 456 - 46 ? 


XVI 


Nanciscemm- ergo formulas sequentes integratas 

f r y^dy 

^ H- 2 ix -h Gxx) j Y{A^-2¥y'-J-~Gy^ 

~ Const. — (^j (j, — 2(y)(£K + yf — j3(x -\- yf ~ a (x -\- ^ 

f / * y ^dy 

• ' V{A + 2Bx~\- Gxx) J y(A - 1 - ^y~~i-Gyyj 

- Oon.t. + (-3^, + ,)* + |/J(. + ,)3 + i„(, 

quae scilicet locum habent, si variabiles et y ita a se invicem pendent, ut sit 

p{^ y) -\- yy) 2dxy atque lii coGfficieiitG.s paritor afcquc 

p secundum praescriptas formulas ex datis A, B, C determinentur. 

XVII 

Hmc ergo mflnitae formulae integrales exMberi possuut, quae etsi iiiaiie 
non smt mtegrabiles, eanim tamen differentia vel sit oonstans vel goomotrico 
sen a gsbraice assignari queat. Quae comparatio, opm in Analyst insiguon, 
habeat usum, turn imprimis in arcubus curvarum irrootiacabilium inter so 
comparandis summam aflert utilitatem, quam in aliquot exemplis ostendisso 


DE GOMPARATIONE ARCUUM CIRCULI 


1. Sit radius circuli = 1 in eoque abscissa a centro sumta 
arcus ei respondens =^ 3 , cuius propterea sinus est = ., 
uostrae formulae huiusmocli arcus circuli exprimant, poni debet A = 
0 ,qj qnQ facto habebimus 


== orit 
Ut igitiu' 
1 , 


— ^{(l-y) = 0 et Sd — YY = —p-^ 

has emm determinationes ab ipsa origine peti oportet, quia ob B-=0 valoros 
^ JBCongrui. lam ex formula secunda sequitur vel — vol 
A - 0 , quorum ille yalor J = ^ formulae tertiae adversatur. Erit ergo /} = 0 , 



m OOMPARATIONE ARCUU]^I OURVATIUM lEIlECTIFICABlLlUM a05 

J^y[yy—p) et Auibae ergo quantitates constautes y et p 

rbitrio nostro roliiiqumitur. 

2, Ono formulae nostrae flant simpliciores, poiiamus j- = 1 et p = < c 

r = l J = -y(l-rc) 

c nostra aequatio canouica relationom yariabilinm et y determiuaus flat 
0 = — cc + -f- yy.~~ 2®!/ 1^(1 “■ 

J, = aiy(l-cc!)± 01/(1 -®®). 


!X qua colUgitur 


3. Quodsi ergo iste valor ipsi y tribuatur, erit 

r dx r ‘M = Const. 

j yCl/zy ®) ' •/ y(i -!/!/) 

Denotemus brevitatis gratia liaoc integralia ita 
r JTr Ot 

iycAA) 

atque TI.x et 17 . y indicabunt arcus circuli abscissis sen sinibus ® et , 
respoudentes. Quocirca erit 

n. * _ IT. {xV{l - 00 ) + oy(l - ®®)) = Const. 

, A p4. ob 77 . 0=^0 ftet 

4. Ad constantem determinandam ponatur » 

Const. “ — 77. c sicque erit 

ii.o+r/..=.27.(*y(i-oo)+oy(i---)); 

. ™mmae duorum arcuum quorumcunque. 



DE COMPARATIONE AROUUM CURVARUM IRRECTIPICABILIUjr 


[458 


30G 

5. Si in formula priori ponatur a; = c, erit 
'in.c = n.2c'V{i — cc). 

Ac si porro ponatur x = 2cV{l — co), ut sit II,x = 2n.D, erit ob 
/(I - tea;) = 1 - 2cc 

3/7. c ~ n. (3c — 4c"). 

Posito autem ultra a; = 3c — 4c® erit 

477. 0 = 77. (a;y(l - cc) + cl/(l - xx)) , 
unde multiplicatio arcuum circularium est inanifesta. 


DB COMPARATIONE ARCUUM PARABOLAE 

6. Existente AB (Fig. 1) parabolae axe snmentur abscissae AB in 
taugeute verticis A sitque parameter parabolae =2; unde vocata abscissa 

quacunque AP^^ erit applicata Pp = j 
ideoque arcus Ap=^ fd^V(l 00 ); quae ex- 
pressio ut ad nostras formulas r educatin’, 
in banc abit ^ Quare fieri opor- 

tet M = 1, ^ = 0 et (7=1, unde ut ante 
habebimus 



jS^O, «=. ^ et S-=± + p). 

Sit ergo j' = 1 et ^ = cc atgue aequatio rslationem inter x et j/ exliibens erit 
0 == — cc + *» + yy — 2xy ^(00 + 1) 

J/ = !cy(14-cc) + c]/(l + c!!r). 


seu 


7. Deinde ob Vp = c et d = 1 + l/(l cc) facto §( = 1, S3-0 et 
lA = 1 erit ex formula XII data 


C dxjl-j-xx) _ 

yci+iTic) J 1/(1 -1-2/1/) 


r == Const. — 


e(a!pi/)® 


2 4“ 2 ”|/(l -[- cc) 



ioS-dijO] be 


COMPARATIONE AUCUUM OURVAIi^UM^lR RECTlEIQABILlU M^ 
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x + y^x{l + /(I + ccj) + cy(l + xx), 

ei'go 

+ yy = 2aia(l + CC + 1/(1 H- CC)) + CO + 2ca)(l + Y(1 + cc))l/(l -|- **)• 
Quare formularum istarum integralium differentia erit 

Const. — cxxVil + oc) — ocxVil + *») = Const. — oxy. 

8. Indiostur arcus parabolae abscissae cuicunque « re8pondens/ri«l/(l -h 
per TI. z et nostra aequatio hanc induet fornaani 

n. x^n. {xVil + CC) + 0^(1 + XX)) = - n. c - cx{xV{l + cc) + cV)! + XX)) 
sive 


n.C II. X 


siquidem fiierit 


n. [xVci + cc) ~|- cY{i + XX}) - cA® V(i + 

Datis ergo duobus aroubus quibnscunquo tertius indoles 

a summa illorum dofioiat quantitate geometrice assignabdi. Vel quo 

liuiiis aeqiiationis clarius perspiciatur, erit 

77. c-H n.x = n.y — Gxy, 
y ^ a; ‘/(I + cc) 4- gV{1 d- *4 

0. Corn sit . > ® sint in 

erit arcus Ae=-n.c et arcus fg = II- V - H - ® 

Xra. Ac ^ km. fg-cxy sen kxc.fg — km.Ae=-> cxy 

1 //. , \ I „ \/n j -rr'i Ex bis iaitur sequentia problemata 

oxistente y = ®y(l + cc) -|- cV{l + xx). J.ix ms g 

circa parabolam resolvi poterunt. 

PEOBLBMA 1 

ahsdndere arcum fg, Ua ut differentia liorum arcmm fg - Ac gcc 
signari queat. 39^ 



DE COMPAIIATIONE AKOUUM OURVAltUM IIUtECTIFlOABILIUM 


SOLUTIO 

Ponatnr arcus dati Ae abscissa == e et abscissa termino dato /"arcus 
quaesiti f<j respondens AF=i\ abscissa vero alteri termino (j arcus quassiti 
respoudens ACr = g, quae ita accipiatur, ut sit 

g ^ fV(l + ee) + eV(l + ff), 

eritque existente parabolae parametro =2, uti constanter assumomus, 

Arc. fff — Arc. Ae = efg. 


A puncto autem f quoque retrorsnin arcus abscindi potest fy, qui superct 
arcuni Ae quantitate algebraica; ob signum radicale '/(I + ff) euim ambi- 
guum capiatur 

Ar=Y = fV{\-\-oe)-(iV(l + ff) 

eritque 


Q. E. I. 


Arc. fy — Arc. Ae = efy. 


corollarium; i 

11. Inventis ergo Ms duobus puuctis (j et y erit quoque arcuum fg d 
fy differentia geometrice assignabilis; erit enim 


Arc. f(j — Arc. fy ef{g ^ y). 

At est 


unde 1 — 

21/(1 -tm 


Turn vero habemus 


2/']/(l H- ee) 


sive y(l + ee) = unde eliminanda e fit 


seu 

Pit ergo 


1 = + yy __ (ff -- v Y 

^ 1 ( 1 +/■/’) 

W^ + ff)=-{g + Y)‘-vm<jr. 

r = - <7(1 + 2/’/’) + 2fV[l + ff){l + gg). 



16 !)] 


WE OOMPARATIONE AROP UM CPRV A BUM IimECTIl'IOABILTO M 


309 


OOROLLARIUM 2 

12. Dato ergo arm quocunque fu exieteirte A A' = f et ^ G +irfiS, 

geometrica. Oapmtur scilicet ^.r= / = - + 2//) + ^/ 1^(1 + /^/)( H W 
Arc. fo - Arc. fy = 2/'(.. + ff) ^ ^ + Oof ^(1 + 

Horum ergo arcuiim differentia evanescore neqnit, nisi sit vel f 0, q 
fit y g, vel g^f, quo oasu utorque arcus fg et fy ovanescit. 


COROLLARIUM 3 


13. Ut igitur positis AJ^-=Gy 
Ac fiat geometrice assignabilis, scilicet 


=^f, AG^g differentia arcuum fg et 
Arc, fg — Arc. Ac ==^efg, oportet sit 


(j = /’/(I "b ^1^(1 "b /"/)> 

. . i ^ ^ f n datis tortia ita determinatin’, ut sit vel 

seu ex trium quantitatum e, f, g Dims aams bmum. 


g === /’■/(i -p ce) GV{l-\r f f) 
f^gy(l + ee) — eVO- //i?) 

e^gVil ~\- ff)-fyO- + 


OOROLLARIUM 4 


14, Cum sit g — "b "I" 1 

]/(l _p gg) = efA- y(l. -b ee){l + ff), 

unde colligitur 

g _1- 1/(1 q- gg) = (c + VO- + ^e)) if + + f^'>^' 

Ergo at arcus fg superet aroum Ae quantitate algebraioa efg, 


Oportet, ut sit 


g + y(^ +99) ^ g u_ ]/(l -f ee). 

jT-byCl-bf/*) 
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COEOLLARIUM 5 

15. Haec ultima formula ideo est uotatu digna, quod in ea quantitatum 
e, f et g fuuctiones sint a se invicom separatae. Quodsi ergo ponatur 

e + y(l + ee) = E, f+y{l + ff) = F, + ^(1 + (,(/)=. G, 

orit 

Eli-l . FF-L GG~1 

e~ 2^ ' ^ 2F ’ ^ "l^G 


Quare si capiatur -K, erit arcuum dilferontia 


seu 


A.., f, - A«, A, ^ - JS - , 


bffgg 


^FG 


PROBLEMA 2 


16. Dato arcu parabolae quocimqtie fg a pimcto parabolae claio p aliwn al- 
scindere arcum pq ita, ut differentia hornm dtiortm a/rmmn fg et pq fiat geome- 
trice assignabilis. 

SOLUTIO 


Pro arcu dato fg ponautur abscissae AF = f AG=-g\ pro arcu autem 
quaesito pq sint abscissae AP=p, AQ ~ q. lam a vortice parabolae couci- 
piatur arcus Ae respondens abscissae AF= e, cuius defectus ab utroquo 
illorum arcuum sit geometrice assignabilis. Ad hoc autem vidimus (§ 14) re- 
quii'i, ut sit 


tfVMM^e + yh+ee) 


et 


g + ]^(l-bgg) 

ppy(i+Pi>) 


-hy(l d-ee). 


Ponamus brevitatis gratia 


f+y(i + ff)-=F, p + y(i+pp)^F, 

g + y(l + gg) = a, q )/(l + qq) = Q 



•0 461] CK COMPAKATIONE AliOUUM CURVAllUM IRllEOTIFICABILIUM 311 

tque ut problemati sattsfiat, necesse est ait § = |- Porro antem cum sit 

, fgiGG-FI') 

Ai'C. /V/ — Arc. 2FG 

imiliterque pq(QQ-PP) 

kvc.pa — Arc. Ae = ^Plj ’ 

lit ai’cuum clGbcrniinfitoruiii diffoiGiitia 

, pqiQQ-PP) 

krc.pq ■— Arc. jg = ~"JPQ iF(} 

deoque geometrico asaignabilis. Q. E. I. 

COEOLLABIUM 1 

17, Oum autein sit jji = -p , srE 

QQ-FP _GG-FF 

'Tpq 

imde diffei'Gntia arcuum dotGi-minatorum prodit 

, . (PS-MMnZS. 

Axc.pq — A-rc./^f = — ^FG 


Est autem 


1 GO — 'i. __ ^ 1 a 

f=-4r‘- ® 


ao-i 

2 G 


iti 

2 ^ 


ideoque ob Q 


18. Erit ergo 


g,= iFGP' 

COEOLLABIUM 2 


ideoque 


(PP - l)(^ GFF-FF) ig 


(pp-l)(G^^y 
— IFG 


(’PP _ JFF) {G GFF^J^ . 
pq — fg^ '^FGJT' 
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Hinc arcuum differentia prodit 

, , . (GG-FF){FF~FF){aGFF~-l) 

Arc.p<? Arc. “ q.FP(iGp p~ 


COROLLARIUM 3 

19. Ut igitur arena j){i arcui fg adeo fiat aequalia, ease oportet vel 
GG — FF == 0 vel FF—FF =« 0 vel GGPF — 1 = 0. Prime autem casu 
arcus fg ideoque ei pq evanescit; altero casu punctum p in f ideoque et q 
in g cadit arcusque ergo pq non prodit di versus ab arcu fg; tertius autem 
casus dat F== ^ sen 

^ + 1/(1 +J,p) = = y(l -I- 09) ~g, 

unde fit qj^ — g et q^ — f, ita ut pq in altorum ramum parabolae cadat 
arcuique fg similis et aequalis prodeat. 

COPOLLARIUM 4 

20. Hinc ergo sequitur in parabola non exbib ori posse duos arcus dis- 
similes, qui sint inter se aequales. Interim proposito quocunque arcu fg in- 
finitis modis alius abscindi potest pq, qui ilium quantitate algebraica superefc 
vel ab eo deficiat. Superabit scilicet, si fuerit P> F seu AF> AF; deficiet 
autem, si P < P seu AF < AF. 


PHOBLEMA 3 

21. Fato parabolae arm qtioctmque fg a dato puncto p alum arcum abscln- 
deie p't , qui ditpkim a7'Ciis fg siipe^'et quantitate geometrice assigndbili, 

SOLUTIO 

Positis ut ante absdssis AF^f, AG = g, AP=^p, AQ-^q sit AIl = r 
donotentque litterae maiusoulae F, 6, P, Q, p igtas funotiones f+VO^+ff)' 

G ^ cognominum. Primum igitur si statuatur 

erit 
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:ua 


Arc. — A-ic. tg — - 


H (t ' 

iiili autem raodo si statuatuv ■g = j,.- , erit 


Arc. qr — Aic. ( (j = '■ ^FG 

:ldantnr ergo iuvicem hao duae aequationes; erit 

O A r , 

Arc,_29f — 2 Arc. f{j = -- - 

t iam ex oalculo eliminentur litterae q ot <1 orit prime | = yf\ turn vevo est 


ob 


lit 


deoquG 


ggpi’-ff 

2= WGF 2GP 

pp_l (J'P’-J’* 

YF ^F^G^F 

{FF^Ga){GGFF-FF) 

Yffg'qf 


jigr 4 - 4 G«PP ^ 

kmto ergo | - % arcus pr superabit duplum arcus f,j quantitate alge- 
Di’aica, Q. E. 1. 

C0.K0LLA1UUM 1 

22. Punctum igitur p ita assumi 

duplum arcum 2/V/ sit clatae xnagnitudiuis, 
algebraicam ope oxtractionis radicis quadratae tan 

corollarium: 2 

23. Fieri igitur poterit, ut arcus pr praecise sit cluplus a 
quod evenit, si P definiatur ex hac aequatione 

2(PP- , 

(Q GFF — FFf = - — ^F -f'G G 

40 

Lxonharoi Euleri Opera omnia l8t Commentationes analy 
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uncle elicitur 

GGPP _ PFGGP 1 + y{F^ - 1 ) - 1 ) ' 

■■“TF “ 

et 

GP _ V\{FFF ^){GG^1) ±yKFF~ 1){GG i) __ FE 
¥ ViFF+GG) ~-g-. 


GOEOLLAEIUM .3 

24. Haec autem cleterminatio arcus dupli maximo fit obvia, si arcus 
datus f(j in vertice A incipiat; turn onim ob fit GP^F sen 

p = 1 = ]/(l yg) ^ fy. Obtiiietui’ Gigo p = — () et 11= G ideoque r = 

Hoc scilicet casu arcus pr in parabola circa verticem A utrinque aequaliter 
extendetur sicque manifesto fit duplus arcus propositi. 


GOEOLLAEIUM 4 

25. Fieri quoque potest, ut arcus pr in ipso puncto g terminetur sicque 
ambo arcus, simplus fg et duplus pr, ovadant coiitigui. Hoc nempe evenit, 
si P^G, quo casu baec babetur aequatio 

F^ + F* G^ — 2F‘^ G^ + F^ G^ — 2F^ G^ -|- G^^ = 0, 
quae per FF~ GG divisa praebet 


unde elicitur 

ideoque 

et 


F‘^ ~ + 2FFGG ~ G^ = 0 , 

Ga{& - 1) + (?]/((?« - G' -|-;t) 

J'-= eV{G*-i + -]/(&<'— 1)) 

^ = ^ 86U 


COaOLLA.EIUM 5 

^ 6. Quaiititas ergo G seu parabolae punctum g pro lubitii assnmi licet, 

q 0 uo arcus teiminabuntur, quorum alter alterius exacts erit duplus. 
au em sumto g affirmativo ideoque C? > 1 prodeat F > G, punctum f 
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a vertice magis orit remotum quani punctum g\ turn vero reperitur 

TiJl—1 —(GG — l)y{G^-- G'M- — — <?'* + G6r + 1 . 

= ^ 2^ 

/ 


J’'"" 


R 


A n 
Fig. 2. 


cuius valor cum sit negativns, punctnm f in alfcerum parabolae ramum in- 
ciclit. Arena ergo ita erunt dispositi, ut habet figura 2, eritque 

Arc. (jr — 2 Arc. fg. 

COROLLAEIUM 6 

27. Sit g valdo parvum; orit 6 r = 1 + hincque 


et 

unde 


= 1 -I- + S//;;, G’-= l-\-‘d!J+ l-<jg, = 1 + ig + ^fJ'J 
e" = :l -I- 8,01 + 32r/(;, 

,V ^(l + g + !,(/</) (l -I- 3,9 4- l-gg) = 14-4!; + 80 , 

FF-l 


e,„o f = = i,j ■ porro i? = 1 - 5,9 + ? 9 9 , r = -5^ 

(Fig. 2) ai A(j = <j valde parvum, erit proxime AF’-^iAG et 
ita ut ait quoque Qli = 2QF' 

SOHOLION 

28. Antequam ad ultoriorem arcuum parabolicorum 
grediamur, etiamsi ea ex fornmlis datis non diffloulter erui (pi , 

pediet differentiam algobraioam ai'ouiun invenerimua 

Oumigitur (Fig. 1, p. 306) positis abscissis AjJj e, j n/dA-nn) 

(§ 13) Arc. i - ire, Af- Arc, Ae^ofg exiatente e = 9 l/(l + ft) ^ M', 
videndum eat, nmn quantitas efg non possit 
quae sint singula functiones certae ipsarum e, ot i a 

e/‘i/==funct.i/-funct.f~-faBct.e; 


40 * 
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sic enini qimelibet harum fnnctionum cum arcu cognomine comparari posset 
Cum autem sit 

effi = f(J(} ■/(! + ff) — ffo /(I H~ (fo) et V{\. -[- ee) -= 1/(1 -[- /'/)(! 
erit 

e 1/(1 -j- ec) - ry ]/(l ~h gg) + 2 /■/>/ l/(l + gg) — f ]/ (1 -|- ff) 2 fgg ]/(i _p ff) 
hiucque 

/:w V (1 + + (/fl) = ef,J = -ifl ]/(l + gg) - 1 /-(/(I + ff) 

quae est expressio talis, qualis clesideratur. Quare si istas abscissaruin c, f g 
functiones brevitatis gratia ponamus 

|el/(l + ee) = ffi, i /-[/(i g et i l/(l + ,,3) = 

habebimus 


Arc. - Arc. Af- Arc. = ® _ g _ ® fg _ Arc. 

Si pono has functiones cum illis, quibus ante uai sumus, oomparemua, scilicet 
e + 1/(1 + ee) =- JJ, f+ ]/(! + ff)^F^ g gg) _ 


erit 


BEE 


S = 




@1 = 


G-^-1 

8 


et ex iiatuia hwum arcuum est y — E. Si iain .simili modo pro arcu j)j 
procedamus et ex abscissis AF=-p et AQ = q has formemiis functiones 


■ P + y(i+Pp)-~F, i_p-|/(i+^p)=^S]3^ 

« + l/(l + ffj)=e> y®'|/(1 + 2S)'=0, 

erit simili modo 

Arc.^jg' — Arc. = D — ^ ^ 
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existente = E. Hinc si ilia aequatio ab bac subtrahatur, remanebit 
Arc. — Arc. fg = (D — — (© — 3’)> 

si modo fuerit -p = • 

PEOBLEMA 4 

2&. Eato arcu parabolae cpiocimque fg ahscindcre armm alium p^, qui ad 
arciiin fg sit in data ratione n\ V. 

SOLUl'TO 

Positis abscissis AF = f, AG = (j capiantur plures abscissae A1 =p, 
AQ=^q, Ali^r, AS ^ s et ultima AZ^^, ox quibns Ibrmeiitur gominae 
tunctiones litteris mainsciilis cum latiuis turn gormaiiicis cognominibus cleuo- 
taudae, scilicet 

-[- //) == F, (j -\- |/(1 -I- gg) = V"\~ 'PP) "" 

I /■/(! + /■/■)“ g, ■■ +.M^)='^5 ‘‘te. 

sitquo pi’imo y = y ; orit 

Ai'c.pg — Arc. fg — (O — 3’)' 

Doindo sit = y seu y = ; erit 

Arc. (gr — Arc. fg = {^ — Cl) — — 3’), 

qua aequationo ad prior em addita fit 

Arc.pr — 2 Arc. fg = (ill — iP) — — %)• 

Sit porro p = p, seu y = yi , eiit 

Arc. rs — A.rc. /V/ -= (© — iH) — — 3)> 

qua iterum ad praecedentem adiecta obtinebitur 

Arc.ps — SA.TG.fg = (@ — ip) — 3((^ 3). 
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Simili modo si ulterius ponatur = y seu erit 

Avc.pt ~ 4 Arc. f(j ^ (% - - 4(® - g). 

Unde perspicitur, si ^ sit nltimum punctum arcus p 0 , qui quaeritur, et posita 
AZ = 0 sit 

Z=g + 1/(1 + ««) et 3 = i ^1/(1 + gn), 
poni debere tumque fore 


Avc.pz — nkvc. f() (S ~ $) ~ — g). 


Nuuc ut sit Arc.^Jis == nkvc. fy, redcli oportet ^ ^ n{% ~ g). At est 


3== 


7 J -1 
^ZZ ’ 




P*-l ft! ff"-l , cr .P‘-l 

&PV ’ ^- sGGf sW 


Yerum ob erit 


3 = 


gtd H pi pU 

^Yv-Q^upp' 


Quibus valoribus siibatitutis sequens acquiretur aequatio resolvenda 

pi_j n(aG-FF){lAFJ^GG) 

PP"^' FFGO ' 

aive 

0 ~ -p .F^ (6^® ” — ”) — n F^ — A'^) {F^ G'^ + 1 ) FF 

seu 

p, _ nF^^G^ - F^)(F^G^ A 'i.)F^ F^’> 

F^G%G^»~F^”) ' ■ '( 32 «‘ 

Quocunque ergo asaiimto multiplication is indice n, sive mimero integro sive 
fracto, ex bac aequatione semper definiri potest F, unde arcus quaesiti 
pe alter terminus p innotescit. Quo invent o pro altero termino 0 erit Z — 
sicque obtiiiebitur arcus p^, ut sit p^ = w • fg. Q. E. I 


COEOLLAEIUM 1 

Si loco F quaerere velimus Z, in ultima aequatione substitui oportet 
prodibitque 
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^ = 

ubi littorae F at Q pariter nti P et 2 sunt inter ae connmitatae. 
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COROLLARIUM 2 

31. Cum — F^“ clividi queat per — P^ pro variis valoribus ipsius n 
formulae inveutae ita se liabebunt: 


si n = Ij 
si w = 2 , 
si « = 3 , 
si n = 4^ 


etc. 


{F^G^-\-1)F^ f^ 

et 

li 

'6^^' ' G'^ 



2F\FHP + 1)'P‘^ 

et 

!! 


et 

r. 

^ jp'B 

gi'((?“+P‘'c/‘ + P'‘e’+P“) 


X — 

etc. 


etc. 


OO.i;iOLLARIUM 3 

32. Ex solutione ceteruni apparot pari modo pro areu dato qiiocunquG 
fg mveniri posse alium qui iHum arcuni « vicibus sumtuin data quaubtate 
snperot vel ab oo deficiat; ut enim sit kvc.pe — nhic.fg ■=■ I), resolvi opor- 
tebit bane aeqnationem Q -%) + V, quae non habet plus diil.- 

cultatis, quam si esset I) — 0. 


SCHOLION 

33. Haec quidem, quae do circulo et parabola hie protuli, lam duduui 
satis sunt cognita, et quia utriusque rectiflcatio quasi in potestate ost (qu g 
enim vel a quadratura circuli vel a logarithmis pendent, in orchnem quau i- 
tatum algebraic arum propemodum recipiuntur), nulli omuiiio di lieu ai su 
subiecta; ea tamen nihilominus aliquant o uberius hie exponoie visum j 
quod ex metliodo prorsus singular! consequuutui . Quod autem impiim 
tatu dignum est, haec methodus ad comparationein aliaiuni qiioque cu v ’ ^ ^ 
manuducit, quarum recti hcatio per calculiuu solitum niillo mot o ex} 
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potest; ita ut ex eodeni quasi fonte pliirimae exiiniae affectiones tarn cognitae 
quam incognitae hauriri queant, ex quo Aualysi non contemnenda incvenienta 
accedere censeri debebniit. 


SECTIO SECUNDA 

CONTINENS EVOLXJTIONEM HUIUS AEQUATIONIS 
0 ci + + yy) + + 'Qivxyy 

I 

Extrahatur ex hac aequatione singillatim radix utriusquo quantitatis 
variabilis a; et y ac reperietur 

_ — Arc-f '|/(AAa;a;~(of -{- yxx) {y + ^xx)) 

’ 

^ y y — + yy y) (r -i- ^ yy)) , 

y d" tyy 

Ponatur brevitatis gratia 

~ay=--Ap, ~ yy — Op ot — = ii/jn 

eritque 

yy -h ^ivxy = Vp(A -|- Cxcc -j- JiV), 

yx + d'y + = - yp(A -h Gyy -[- %“). 

II 

Si igitur coefficientes A, G, E fueriut dati, ox iis litterarum graecaruin 
valor es facile definiuntur, Erit enim 

et S = Gp + -j^y 

Yalores ergo y et p arbitrio nostro relinquuntur atque alterum quidem sine 
ulla lestiictione ad lubituin determinare licet. Ponatur orgo yy = A et 
= cc fietque 

ct = -ecVA, y = VA, ^ = V(A + Goo + Jlc*) et ? = 
et aequatio canonica banc induet formam 

0 — ~ jicc 4- A(xx -f yy) + Sail/ Va(A Occ -j- JiV) — JEccxxyy. 
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III 

Antequam autem his littoris maiusculis utamur, differontiemus ipsam 
aeqiiationem propositam 

(lx{ya' + d"y + -|- dy{yy + dx + ^xxy) == 0, 


quae abit in hanc 

^ dx _ —dy 

yy'fdx^'ixxy '~yx-^dyi- ^xyy' 

Substituendo orgo loco lioriun denominator urn valores surdos primo inventos 
habebimus per Vp multiplicando 

dxi ^ dy 

yiA'^Gxx^E^ “ ]/(A + Ct/i/ + 


IV , 

Proposita ergo hac aequatione differentiali 


dx d y 

y(jl^\-Gxx Vj^x^) " V{A+Gyyi~Ei/) 


eius aequatio integralis orit 

Q^-Aoc + A{x^, + yy) + 2xyVA{A Ccc + m - 

quae cum conatantom uovam c ab arbitrio nostio q^eudentem inv 
adeo integralis completa. Indo autem oritur 

- l/A {A f Ggc -1- J^(i^)±_GVA{^:t 9 l^-. , 
y " ~ A — ^ccxx 

ubi qnidem signa radicalium pro lubitu mutare licet. 


Cum igitur posita nostra aequatione oanonioa sit 


/; 


dx 


r 

tv«v I 

y{A i-Gxx-\~~Ex‘^) ^ yiA -^Giyyi-dUy) 

tiKONlUlini Eur.Kin Opora omniti lai Commontationea analyfcicao 


dy 


Const. , 


41 
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ponamiis ad alias integrationes eruendas 


r _ XX dx r 

^ V{A 4- nr.'f'.A- J T/M 4 


yydy 


y{A + Gx X -(- Ex^) '\/{A Gyy -\- El/) 
erit ergo loco radicalhuii valores praecedentes restitiiendo 


r; 


xxdx , yydy 


hincque poiTO 


_ dV 

yy dx ■\-{xxy ' yx-\-Sy-\-^xyy /p 


ccxdx){YX + d?/ + 'Co.'yv) + yydy{Yy + dx + 'Qxxy) 

{yS{xx -/yy)-\- (yy H- ^d)xy -\- t'QxY-V H- yy) + '‘l^^xxyy). 


YX 

Ponamus ad liaiic aequationem conciuniorem reddendam xx -\-yy = it ob 
xy == Wj ufc sit 

0 = cf -|- ytt d- -|- 
et iiequatio nostra differentialis erit 

Y{x^dx + y^dy) + du{xdx -P ycly) -{- t,ii>u{xdx + ydy) 

dV, 




At GSt 


xdx + ydy == tdt 


et ob = erit 

x^dx -p y^dy =-= fdt — 

Porro aeqiiatio canonica differentiata dat Y^dt ddii ~\-l^udu •= 0 idooqne 


nude fit 


tdt = ~ ^dn~{xi>du 

r 


xdx -p ydy ^~ydt^ ~ yudu et x\lx + i/dy = — yttdti — — ttudii — tidu. 
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VII 


Eis valoribus Bubstitutis obtinebimus 

- ^ttu - yu yu-^yUU - 


^ (yfUt -1- {yy ■•'I" -i- y^i^^ + , 

Vp 


quae sponte abit in 
ita lit sit 


— du dV 

y Vp 




— ti yp 


sen F--= 


- xy Vp 


Facto ergo p ~ cc erit 

(' xxdx ____ y l}l^l = Const. — 

J yll^'cxx + Jc^ Vi^ + (^yy + ^y'^ 

siquidem fuerit 

0 = Am, + A(:xx + yy) + 'ixyVA(A + C^cc + ASA) - Eccxxyy 
; y A {A. + 0 XX + JS»‘) - . 


seu 




A.^plecxx 


vin 

Quo nuno retn gonoralma oompleotamur, ponamua 

r xHx __C 

j, 'y{A+oxx+Ao 6 J V(^ + oyy + ^ 

-I- Sy + X,xyy) + ^ 

= + (rr + 

posito ut ante xx + yy == 




!/ ■= K ¥ 


sen 


iy(U + 2M) + -~-y(«-2«) et y 2 




■u* 
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Quare differentiando habebiUu’ 


dx 


idi-\-d'U 




idt — du -f- ^ -h &^^) 


2 ]/(i^-}- 2 «.) 2y{U-2%i) 27 ]/(^i-|- 2 w) 2 y]/(i^~ 2 «) 

IX 

PoiTO vero est 

+ ()■?/ + 'Qxyy -= Q- fy -|- -h + 2?t) -|- {y — (J) — ^u^y(U - 2 «), 

unde colligitur 


dx{yx-\-^y -|- ^xyy) 


'U-~~2n 
ii-\- 2 a 


= ly(r + + ?«)(/ - J - ?«) + %(r - - ?»)(r - - ?“)■)/ 
~ — + <^ + S“) — -n,i7 + + S**) 


S 0 U 

dx{yx dy ‘C<»yy) = 
et quia 

ei’it 


— dit 




dyiyy -l- + ^^^cy) = — dx{yx + (F?/ -l-’Cxyy), 


^ Z" — ~~ du{x^^^ y”) y —yp r (p” — 2/") d u 

M J V 


Tj? yy(t^~4imi) 


— 4mm) 


X 

Ut liaec formula evadat iutegrabiliSj oportet pro n scribi nmrLenun pa, retail, 
ut efciam usus buius form a e plerumqne exigit. Quaro si 


= 0, erit 

o 

i! 

1 

K= Const. 

n = 2, 


y= r_“.]4 
y 

n 

ii,'* — ^ uy(t^ — iuu) 

-Vp. r ttdu 

y \J 

n = 6, 

1 

! 

11 

es 

j 

“V? 

Y= ris. y ((* ._ uuylu 

n = 8j 

etc. 

x^~y^ = (f — 2Um{)y{t^ — 4mm) 

etc. 

F= f (f — 'illuHulu 

etc. 
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Cum vero sit tt 


— a — 2du 


, erit 


l‘udu 


— ail 8uu 

y y 3y ' 


— uii)du = n 3ry ^ yy ^rr 


Fy his introductis litteris maiusculis A, C, E uiia cum constanti arbitrana 
c aequatio in fine art. YII data satisfaciet huic aequationi integrali 

rdx{% :L® 

J Y{A ^ "t -\r^yv+ 

= Oon.i - ■ 

Unde sequentes curvanmi ooinparationes adipiscimur. 

OOMPAEATIO ABOEUM ELLIPSIS 

1 Exm-easio simplioiasitna ad hoe genua pertinena eat utique ciu'va lemm- 

““ ■“ 

hie statim ab ellipsi incipiani. Sit igitui — i — 

ACB (Fig. 3) quadrans Gllipticus, cuius alter 

semiaxis GA^ h alter GE Eritque X 

posita abscissa quacunquo G'P== ^ arcus oi \ 

respondens \ 


r, \-{x-hh)0^ 
Ep-^jd^y 


C — £ ^ fl PC S s ^ ^ 
Fig. 3 , 


Sit brevitatis gratia 1. - kk = ita ut iv, denote! dietantiam foci a centio 
G, hineque fiot ' , 

^ rd0yiizA^. 

Arc. Ep — J __ 

2. Eeddatur formulae huius numerator rationalis, ut piodeat 

r rUd-nul) 

Arc. Ep J y^^ _ -{- l)^f^ -{- nA) 
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ad quam fonnam ut formulae superiores reducantur, poni oportet 
(7 ^ _ 1 , E=n, ^ = 1, = — w, ($ = 0; quo facto habebimus pro diffe- 

rentia duorum arcuura ellipticoruin 


siquidem abscissa y ex abscissa ^ ita detorminetur, ut sit 

cy{i-~CGx){l--nxx)~x ]/(l ~ cc)(l ™ ncc) 
^ 1 — nccxx 


sive 


0 = — cc + a;a; + ?/^ + 2a;2/]/(l — cc)(l — ncc) — nccxxyy. 


3. Deuotet II. g arcum ellipsis abscissae z respondentem ac nostra aequatio 
inventa lianc induet formam 

n. X — TI, y = Const, -j- ncxy, 

posito autem = 0 fit y = c, unde Const. = — II. c. Ergo 


IT.c-\-lT.x — U.y = ncxy-. 

Sin autem sumto V(1 — cc)(l — ncc) negative, ut sit 

y = ~wa;a;) + a;y(l — cc) (1 — ncc) 

1 — nccxx 
fiet 

n.y — lI.c — II.x^ — ncxy sive TI. c — (77. y — 77. a;) == ncxy 
ut ante. 

4. Ternae autem quantitates c, x, y ita a se invicem pendent, ut babita 
signorum ratioue inter se permutari possint; si enim ad abbreviandum ponatur 

V0-^co){i~nco) = G, V{X-!ii(e){l~nm) = X, V{1 — yy){l - nyij) 
erit 

y^ c^ + ^(7 _ yX-xY 

1—nccxx^ 1 — ^ 1 — nxxyy’ 
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s quibua per combinationem elioiuntnr sequentes formulae 


ex 


,jy - = c{yX + xJ), xX-\- 'yY= {nccxy + C){tjX + rlT), 

,jy~ce =x(yG + cY), cC - xX-^incxyy- Y){xC - cX), 

,„*_cc ^y{xG-cX), bG + yY = {ncxxy+ X){yC+ cY) 


ac denique 


2(cyC XX yy — CG — nccxxyy, 
2cyX^cc -\~yy — xx—ncGxo}yy, 
— 2cxY = GC -1“ XX — yy — nccxxyy- 


PEOBLEMA 1 

f, vato arm ellipticB Be (Pig. 3, p. 325) vertice B termirafo ohscM^ 

, imvis pmeto date f alnm mmm fg, ui cormn MennUa Kj-Bc geometnu 

assiynari gueaf. 

SOLUTIO 

Sint absoiaaao datae GB^e, GF-^fet quaesita Og = g; erit 
Arc. Be ™ W. e ot Arc. fg = n.g — n. f, 

utigitur arouum fg et Be 

n. e - (77. g - II. f) = quantitati algebraioae. Hoc autem, ut Yutimus, 

« y(i - ff){^ - «/: n.+rfiL=:£fKlz5!i) . 

i7 = i-~neeff 

Quodsi ergo abscissae 6’G-i/ hio tribuatiiv valor, erit 

posito scilicet CA == i Bt OB = atqne n -A ^ 

OOKOLLARIUM 1 

r- o 7^ apceclendo eiusmodi ai’cus /)' 
6. Poterit etiain a puncto dato / versu p enim abscissa Cl' = y 
absoindi, ut differentia Be-fy ffat algobraxca. PosAa 



328 DE COMPARATIONE AECUUM OURVARUM IRREOTIFIOABILIUM 


capiatui* 

eritque 


fy{\ — ee){\~nee)~e'\/{l- ff){i-n ff) 
1 — neeff 

Arc. Be — Arc, fy — nefy, 
COROLLARIUM 2 


habebitur enim 


Est autem 

Arc. fy ~ Arc. fg ^ nef{g -- y). 

sive cum sit 

^ ^ 1- neeff 

et 

~ ee){l — nee) = ff gg — ee — neeff gg 

‘ifyV(\ 

erit 

~ ee){\ — nee) = ff^ yy — ee — neeffyy, 

et 

ee = JL-yi 

l-nffyg 

9~y^ 

atque 

2^(1 - /•/)(! - nff)[ff- yg){l _ nffyg) 


M-o. fy - Are, fg = yg) V{1 - /■/)(! _ nff). 

OOBOLLABIUM 3 


8. Cum sit 


if = 


° (1 - nff) -I- f Yd -e e)(l- nee) 


Brit 


et 


1~ neeff 

•/(l _ gg) ^ V(.^-<!<i)i^-fn~efV(l-ne6){l-nff) 

l~neeff 

y(l _ ngg) = 

1 —neeff 


hincque 
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yiT-g'ii) ^ l-ce- ff+neeff 

V{^-»9g) _ y(i - -“ffl.,±..^^.~ 

y(l'-9g) i-ee-ff+noeff 

{l-ee-ff-\-neeff)(.-i-neem 

■l/(l-</3){l-'W) 

efCinise + ff)-(.n + Dd 

= -L S — ^ — (i-neefff 

Huiusmodi autem formulae inyeniuntur. ei simplioioreB inverse quoque ex- 
primantur; sic erit y^X-.Od-fQ, 

„ = ff-eo 

J _ y(i „ ec)(i - f f) + «/■ ]/(i - . 

yll-Jor^ 

y(l —nee) (1 — »f ■ 

Yir-yig) “ ^ \-nce-nff+neeff 

COEOLLABroM 4 

9. Has formulas ideo evolvere visum est, ut ai ^“^^IpsLT 
modi relatio inter a, f, g determinaretur, ut huLmodi 

aequaliB produoto ex funotionibus smili us ellipsi non tarn faoile erui 

expressio, quslis pro parabola est repei a, oombinationes dant 

posse videtur. Simpliciores autem harum formulaium comm 

y(l_ gg)+ e/'y'(l-«£/< 7 )“=V(l— 6 e)(l- ff)’ 

y(l^ngg)+nefn- gg)=^V{l-nee){X-nff). 

COEOLLAEIUE 5 

. « r-jaio+in inter abscissas fi, h g 

10. ut igitur sit Arc. JBe^ Arc. fg^nefg. relatio mtei 

ita debet esse comparata, ut sit vel 

LaoiiuAiu>r Exilebi Opera omnia In Commeutafcionefl analyticao 
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) 'l“/’l/(l “ ce)(l — nee) 

vel 

If 

1 —neeff 




vel 

1 —neegg 



ngg) 



l~nffgg 
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COROLLARIUM 6 

11. Si punctum g statuatur in verfcico A, erit ry =-■ 1 et qui 

esfc casus a Com. Fagnano datus. Nuuc igitur hoc problenia do duobus arciibiis 
ellipseos, quorum diffei’Gntia sit geomotrice assignabilis, multo goneralius Gst 
so lu turn, cum clato arcu Be alter terminus arcus quaesiti, ubi libuorit, ac- 
cipi queat. 

COEOLLARIUM 7 

12. Effici autom omnino nequit, ut horiim arcuum differentia ovanescat, 
ita ut duo arcus dissimiles ellipsis inter se aequales exhiberi queant; ut eniiu 
hoc eveniret, vel e vel f vol y/ evanescere deberet, unde vel arcus ovanescentcs 
vel similes prodituri essent. 


PROBLEMA 2 

13. Baio ellipsis arcu quocmqtie fg (Fig. 3, p, 325) a puncto quovis dato p 
(xliw)i arcwtti pq dbscindere, ita ut lioruM duovuni arcuuM diffcTeiiUa sit geometrice 
assignahilis. 

SOLUTIO 

Positis abscissis pro arcii dato CF=f, C(x = g et pro quaesito CP~p 
et GQ = q,. quaruin quidem altera, vel ^ vel pro lubitu assunii poterit. In 
subsidium nunc vocetur arcus Be abscissae OB = e respondens, qui per pro- 
blema 1 ita sit comp ar at us, ut flat 

Arc. Be Arc. fg = ‘nsfg et Arc. Be — Arc. pq ~ ^^pq. 

Hoc autem ut eveniat, necesse est, ut sit 



DE COMPABATIONE _AKCUDM J^l 

<! ■!/( 1 - f /■) (1 - «/■/■) 

l-nffgcj 

pariterque . 

1 — nppqq: 

His igitm- diaobuB valoribus inter so aoqnatis determinabitur 3 per /, 0 P< 
uti problema exigit; et quia abscissa e est cognita, out 

i^rc. f() — Arc . pq = ne{pg_ — i .<?)• 

Sicque differentia arcuum fg et pg est geometrica et arcus q.iaesiti n alter 
terminus ab arbitrio nostro pendot. Q. Pj- !■ 

COBOLLA.ETUM 1 

14, Datis ergo punctis f, 9 ei p quartum punctum 3 seu eins abscissa 
GQ=^q ex hac aequatione dobet dofimn 

i-nffgg 

vol quia haec formula non parum est oompUcata, quantitas e ox 
aequationibus simplieioribus eliminari potent 


et 

eb 

unde elicitur 

vel etiam 


y^l _ ee) — f'gV{^ — — 1^(1 

i/(\ __ ec) -~pq ^{S 

1/(1 - nee) - nfm - ««) = 

]/(l _ nedj — npq'Vi^ — e®) = 1^(1 ^PP)i^ ~~ 

1/(1 __ ff){l — (jg) -152 V(1 — »*/'/')(l — 

= ni - 22) " 

1/(1 _ „/'/')(l — »33) — ■»152 V(1 - /'/0(1 - 
„l/(l _ mpjp)(1 — )»32) ~ ‘‘'‘fP 1^(1- 2®)' 


42 ^ 
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332 

COEOLLARIUM 2 

15. Ut auibo hi arcus fg et fiant inter se aequales, oportet 
Ponatur pi) q(i = t et ambae postremae aequationes dabunt 

y(l ~ rm ~~ gg) - fg /(I - - ngg) 

= y{l ~ ^ + ffgg) — fg ]/(! — nt -\~ nnf fgg ) , 

]/(! - nff)[\ - ngg) — nfgV{l — ff){l ~ gg) 

= y(l - + nnffgg) ~ nfg '/(I ~ t + ffgg)^ 

quarum haec per fg multiplicata ad illam addatur, ut prodeat 

(1 - nff(jg)y{l - ff)(l - ,jg) „ (1 _ nffgrj) /(I - t + ffgg) 
seu 

^-ff-9S + ffgg = l — t + ffgg 

ideoque 

^=^ ff PP ~\- qq> 

Unde sequitur arcum pq similem et aequalem fiiturum esse arcui fg. 


PEOBLEMA 3 

16. Buto ami ellipsis qmmigue fg (Fig. 3, p. 326) absoindero a date puncio 
P aliim aieum pp , gui deficiat a duplo illius arcus fg quantitate algebraica, 
seu ut sit 2 Arc. fg — Arc. pqr = tineae reetae. 

, SOLUTIO 

Sint abscissae nt ante CE=^e, GF=.f, CG = g, GP=^p, CQ = q et 
i Be est arcus a verfcice B abscissas ab arcu fg date geometrice 

isciepans, a quo etiam arcus pq et qr discrepent quantitatibus geometrice 
assignabilibus. Erit ergo 

I. fi. == ~ f f)(^ -~^ff)~fV(l~gg\(i — ngg) 

t~nffgg 

11 . p.=:=l ^-PP)i^~npp)~-p V(l^aa)(l~-nqo'\ 
l-nppqq 

in. e == ^^SlU)^ -nqq)^.gy {\ .^ rr){l - nrr) 
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H'nc si dofiniatur abacissa e ex oaque porro abscissae q et r, erit 

A.rc. f(j -- A-rc. pq = ne{pq — fg), 

Ato. f(j — Arc. qr = ne{qr — /^ry), 

qiiibus aequationibiis additia habobitur 

2 Arc. I)j -- Arc. - neipq -^- qr - 2/’^!). 

Q. B. I. 

COEOLLARIUM 1 

17. Quoniam clato arcu fg etiam arcus Be datur, spectemus c tanquam 
quantitatem co{^‘ni,tam erit-que 

ry ]/(i -- 




uudo lit 


l — nccqq 

r •|/(i ^ cc) (1 - , 

' " 1 — neeqq 

p ._p r i^^iaeqg 


OOEOLLARIXIM 2 

y. 9 fn -nor lioc mode determiuatorum ent 
18. Differentia ergo arcuum 2fg et. pq^ 

o - fg) - 

2 Arc. fg — kvo.pq')' i~-neeqq 

Bt ergo iirous Mr oxacto aequaliB fmt duplo arcus fg, oportet esse 


unde definitur 


fg — ' i^neeqg 

LL 


liincque porro iuveniuntur p et r. 
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COKOLLARIUM 3 

19. llelatio aiitem abscissarum e, /) g hac aequatione exprimitur 

/’/’+ (J9 = + neeffgg + 2fgV{l — ec)(l — nee); 

unde facillime duo arcus in ellipsi, quorum alter alterius sit duplus, hoc 
niodo determiuabuutur. Suinta pro lubitu abscissa e capiatur quoque pro 
lubitu valor product! fg; exhinc reperietur summa quadratorum ff-\-gg, 
unde ufcraque abscissa f et g aeorsiin reperietur. Inde vero porro colligitur 
abscissa q ex eaque deuique abscissae p et r, ut arcus pqr fiat duplus arcus fg. 

COROLLARIUM 4 

20. Nihilo tamen minus arcus fg pro ar bitrio aasumi potest nec non 
alter terminus arcus quaesiti vel p vel r, ex quo deinceps definiri poterit 
alter terminus, ut arcus pqr fiat duplo maior quam arcus fg, Sed haec 
operatic multo fit molestior et calculum requirit prolixioreni. 


GOUOLLAKIUM 5 

21. Si priore operatione utamur, qua quantitatibua c et /V/ arbitrarios 
valores tribuimus, cavendum est, ne inde valor ip sins q prodeat unitate 
maioi seu CQy OA; sic enim perveniretur ad imaginaria. lit autem prodeat 
q<l, capi debet at si capiatur /;9 == ]/l , fit 


hincque 


»+'-“V'r5S * 


-ee 

nee 


Hoc ergo casu aicus fg in ^ termiuatur et arcus pqr utrinque circa A 
aequaliter protenditur, uti est obvium. 


EXEMPLUM 


22. Ponamus et ee = - 

CB = ]/-- altero existeute CA == 1. 


£ 

2 


, ut semiaxis coniugatus ellipsis prodeat 
Quia nunc esse debet fg<VY> statuatur 



73 - 174 ] ei^oomfara tion e abopum cury^ 
« yl =. ac leperietur 

lya 


335 


n/« 2 ^'-*. 

/’=^ "■ ( 1 ^-^-, turn vero 2 — o’ ' 

' ' y 2 ' ^ 7 


porro autem elicitur 


yio 


J, _1- r = ‘’’-y et r-i)= 


nude lit 



^^sya-yio 

Hie casus fig. 4 repraesentatuv, ubi arcus punotuurr oapi debst 

in ellipsis parte mtenori; ita ut arcus 
cat duplus, totiim in se complectatur. 

SOIIOIilON 

23. Si libuerit alia liuiusmodi exempla exiMctoe, in quibM 
inter se impliceutur, casus prodibuut simplicissuni poueudo c, P 

„ _„ll-.,y(l — ee)(l — » 06 ); 

fcuin voro rei^eritur 
ita Tit esse oporteat 


2 ee 

“i -If w? ’ 


2ee<l + «e' seu ee > - - » 


TTn n p itan ue pi’O torniiiiis avciis 

nlloquin loca p, q, »v fuerint imagmaria. Hi q 

quaesiti pqr elicitur 

y2(l-cc)(l — »C(!)(H- »e*). 

,, _ „ _ -?^y(l - 2ee + «e")(l - + ne‘] 

, . 1 ,._9Aro Si ponamus ssmiaxem ooniugatum 

eritque, ut desideratur, Axe.pep — 2 Aic. jg* V 
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m 


CB = 4^-;rr“ , ut sit 


t — 'ice > 


1 — hk 


— 3 -|~ 4 c c 
(1 — 2 ec)*’ 


pleraeque irrationalitates evanescimt; fiet enim 


atque 


f-e, 


J2c(l " 2ee) _ 2ce(l — 2efl)* 

i — 3 e + 4 “4 e® 


_ 2e]/(2-8ce + 2e* + 8 fi°) 

1— \3fie + 4'/ 

2e(l-e g)' /(l- 16 
1 — 3ee-\- 4e^ 


Debet ergo sumi 4fic<l, ne loca ^ et r fiant imaginaria. Iraprimia antein 
uotai’i meretur casirs, quern in problem ate sequente evolvam. 


PEOBLEMA 4 

24, In guadrantc elliptico AGB (Fig. 4, p. 335) ahscmdere a 7 xum fgy gul 
sit scmissis totins wrcus quadmntis BfgA, 


SOLUTIO 

Cum arcus fg duplum esse debeat ipse qnadraus BAy quantitates problo- 
matis ita dobeut deflniri, ut punctum p in B et punctum r in ^ cad at, 
Erit ergo = 0 et r = l, unde fit 


q et 

y l~ngq Y 1- 


seu 


1 — wee 


. l~2ee + we* = 0 ideoque ee = 

n 

Cum autem posito GB== k sit w 1 — - kk, erit 


l-/c 1 
1 kk 1 


1 


sicque habebimus 



u 475] COMi’AHATlONB AROUUM CURVAllUM IRIIECTIFICABILIUM 
runivero, quB*' oportot f<f p q -[- qr , erit 


BBT 


tquc 


2 f(j == e = - . 

|/(i q- li) 

ff-\ - ff.q "1“ + c}/(l — ee)(l — nee) 

® , 5 q- 3 fc. 

/ /-\r fjg- 

go oh 

‘"^._|/i.ni-y(i|+i«+»a ,i 

,.. /■ . 1 . !, .I*n..i-.te, .1 ™. ft •“ 

!. E, I. 

COROLLABIUM 1 

2, QUO hao ronuvaao BinvpUcioues evadant, pouatur se^iaxis coniugatn. 

^ 7 . 


/I n ^ --- seu 4w = Y:f li 


]/( 77 » »l -H i] , 


UO / , 1 / 

p /T 7 1 l/ * -^3. et (j >== GG ^ y ■ 2 

I ^ G j/ F 2 

OOBOLLAi^lOT 2 

, „„„uiu3 nuidam <p< “““ 

2G. Yol in HnbBUhmn vocotui ang 

]/( 2 ?n f i) geu sin. f />==~^5 4-3 A’. ’ 

H - 1 

1 -1 / 5 "h ” 

1 -./5+32i ^ T+ii; 

CU'^ - /■ =- sin. ■ 2 f/> • )/ T+ 4 li ^3 

. T,, ComanentationeB analytioae 

jBomiAiiDi lilur.Kiu Onoi’ib omnia is 
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COEOLLARIUM 3 

27. Si sit = quo casu ellipsis abit iu circulum, erit sin. = 

ideoque f/) = 45° et ob “ 

CF^f=8iu,22X et C'(? = ^ = cos, 22 V/==sin. 67y;, 
ita lit arcus fg prodeat 45“, qui utique est semissis quadrantis. 

COEOLLARIUM 4 

28. Si ellipsis semiaxis coniugatus GB -= h evanescat prae CA. = 1 . , (i(4 
0 = sill autem CB = k sit quasi inflnitus respectu GA^ l, orlt 

f^O et unde applicatae Ff=^h et Gg^ -k, ita ut hi duo casus 

eodem recidant; utroque enim ellipsis confunditur cum linea recta. 


COEOLLARIUM 6 


29. Si fuerit /c = y, prodit ot 9 = ]/-^-. At si generalius i:)onatur 

.t .it m r=i/V. et 

utraqiie expressio flat lutionalis, sit = 1 — 2 /’/’ fietque 




fif , y(3~-io/'/‘-h8 n 

2 ( 1 - 2 /’/’) 


Ergo f ita debet determinari, ut 3 — fiat quadratnm; quod cum 

eveniat casu f=X, ponatur f == eritque 


g lO/y -|- ^ ^ 204( “f* BQ 00 — 20^® 

(1 + gy 

Cuius numerator ergo quadratum effici debet, ita tameii, ut prodeat f < 1 hou 
s afflrmativum et unitate minus. Statim quidem apparet quadratum prodire 
posito » = — quia vero hie valor est negativus, ponatur ^ eritque 

numerator ille 

1 - 2O0 + 86 ;^^ - 20 ;^* + ^ 77 losy -l 3 91 . 391 ^ 

‘ 10000 



1/ 2/ — 10 6 y + 891 £ ^ 
Posita liuius radice = loo" 


2/ = 


1446 

391 


100 

«f’U7 yy--lU01/-t'oyj- 

et . = 11^. f=S8B 0-d^(r^Wf)(^^ 


yy— 1061/ "H 391- 


seu 


1000^—' 1000 0 “I- 82 __ . 

“ awreT-T-S^) 200(6.-1-*^) 


S..ue e.u. pot.t, .n ,uo U. — s .1,.. .u.n a..ae aV 

scimo f et <j numerie ratioualibue exprununtm. 


SCHOLION 

30. Siniili etiam modo si detur dltam multiplum 

a puucto quoyis dato p J , abraica; si snim abscissae ponautur 

arcus fa, puta m-fa, superet quantitate a^g b 

CF = f, Ca = a, OP i,,,ici m respoudons, turn in subsidium 
OP nuinerauclo fueiit 0/ ^ ^ „ iql ait 

vooando arcum iBc, ouina abscissa Ce-c, 

„ V(1 _ )(1 - u/T) . 

c = --— - ^ ~r-nff!l!l 

ox data abscissa ii seqiientos ita determinentur 

p V(1 - eo){l - + , 

q = 1 — wcejpp 

„Vil-ee){l-nee) + e yClrS^O - ".22)- , 
r=-'- i-necoq 

, y(i _ ae){l ^ncc)±^V{lzjM-JPP '^- , 
g ^ ^ —^neerr 

otc. j 

, U- m . auae a p numerando locum tenet indice m 
donee pei’veniatur ad ultimam 

notatum, Qno facto erit . . 

m Arc fg - Arc. |)2 = + gf + 

Mine igitur quoque punctum p ita defimri po eu , 

evanescat sen fiat ^ -o j p wa; =- 

/n « -4- fli-J --r V & *x * dfl* 
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quo casu arcus exacte erit aequalis arcui fg toties sumto, quot numuniH 
w continet imitates, sen erit Arc. ~ Arc. /^f. Dato ergo ellijosis ai'cii 
quocunque fg alius assign ari poterit pis, qui ad ilium clatam teueat ratioiioiii, 
puta m : 1. Quiu etiam m poterit esse numerus fractus sen ista ratio uL 
uumerus ad numeriim p:r', uam quaeratur primo arcus p^, \\t sit p ^ p. fg, 
turn quaeratur alius nw, ut sit nco = v. (g, eritquo pz\7i(X)==p\v. Veruin 
quo lougius Me progrediamur, hae formulae continuo magis flunt complie.atau, 
ut calculum in genere expedire uoii liceat. 


PliOBLEMi 5 

31, In daio elUpseos (imdnmte AB (Fig. 3, p. 325) arenm ahscindere fg, gut 
sit tertia pars iotitis qmdr antis AB. 


SOLUTIO 

Gum in genere fiierit deterniinatus arcus pqrs, qui sit triplus arcus fg, 
dum hie arcus tauquam cognitus est spectatus, nuuc vicissim calculus ita iu- 
struatur, ut punctum p in B et punctum s in incidat, sou ut sit p () 
et s = 1. Formulae ergo modo exhibitae abibunt in has 


2c]/(l “ Ge){l-~nee) 


r ]/(l — cc)(l--aee) -|-(iy(l--rr)(:l -- n n-) 


q = e, r == — ' ^ ' et 1 . 

^ l — l~~neerr 


seu 


ob 


— ee 
■nee 


r = 


sYd — ee) (1 — wcfl) —■ e ]/(l — ss) (1 — «ss) 


1 —neess 

unde lit 2e(l — nee) = 1 — ne^ seu 

1 — 2e 4" = 0 


existente semiaxe 0^ = 1, CB = li et n = l — Ick Primum ergo ox liar 
aequatione biquadratica dofiniri debet valor ipsius e, quae resolutio conn nodi* 
ita succedit. Sit c = , ut habeatur 4- 2«a; — « = 0, ac ponatur 

ad secundum terminum tollendum = + prodibit 

!/* — 1 2/3/ + (2m — 1)2/ — ~ “ O' 



.j, DU OOMl’MiA’riONi! AUODUM OURVAEUM lERECTIEICABILlUM Ml 

,,i„8 faotoTOS lingaTilivii: ijv + “11 + (^ yy-ay + T’ 


3 ^ 2ii— 1 . a 3 

/ M - , r -/3 = --- 


16 ’ 


mde 

(§ -i - r )” (r - ■ I'^y + 1 “ = ^ i^r = - T 

„«_3B* + 3a'' = (2M-l)’; 

wbtiAhata.: ntriDqm, !, «t oulms flat coBipletuB 

(aci 1)'' "" 

a« 1 -i- - I) “ -I 

Invoiito ovgo « nrii- 




' f ( a - . 

‘ <1 


i 1 3 I 2 ) 1 - L 

» ■.._. et y “ -A K“ - 1 + ~u 

‘ 2 « ^ 


,.-;.- i - yG ;-‘-±“ r -) 

undo obtinoUiv 2 

2 iTT ' 

PoiTo (ieboti OHHO S//y -1" 




i(i+«)yr 


-ce 

- nee ’ 


ex quo obtinemuB . 

ff +{, a ^ cc +;- nee { i +'>) i _ w <, 8 

e GF ^ f GCr 9 

V ... *■ 

veperientur, quae ai’cum de 
drantis -dB. Q. E* I- 
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m OOMPAMTIONE AROUUM CURVARUM IRBECTIPIGABILmM [477-478 


COMPAEATIO AEOUUM HYPBliBOLAE 



32. Sit C (Fig. 5) centrum hyperbolae, cuius 
seiiiiaxis transversus CA = Ic et seraiaxis coniu- 
gatus =1. Hiuc snmta super axe couiugato a 
centre C abscissa quacunque CZ = z erit appli- 
cata Zz==kV{l + R^de arcus 


C dz (1 (1 “I; hh)zz) 

J \/{l H- (2 + ¥k)zz -h (1 + U)z^) ' 


33. Pouatur brevitatis gratia ita ut n sit numerus affirma- 

tivus imitate maior, eritque arcus hyperbolae quicunque 


Az 


/ 


dz{l -\-nzz) 


]/{! + (M -\- i)z0 “{- nz^) 


Poni igitur in n“ XI oportet ^ = 1, + = ^ = « et © = 

Unde, si fuerit 

c ]/(l + X x) (1 -t — xy{i cc){l -i- noc) 

^ l~nccxx ’ 


habebimus 



1 + nxx 
1 “j- XX 



1 + nyy 
l^yy 


= Oonst. 


— nexy. 


34. Denotet II. x arcum abscissae x respondontem et 77. y arcum ab- 
scissae y respondentem. Quia facto ic = 0 fit y = c, erit 

n.x — JI.y = --n.G~ nexy seu 77, i/ — 77. a; — 77. c = nexy . 


35. Ob y(l “b cc)(l + ambiguum poni quoque poterit 

y c 1/(1 4- (i "b iixx) “b X ]/(l -b cc)(l 4- ncc) 

l~nccxx 

eritque TI. y ~ IT, x — JI. c == nexy secundum ea, quae de ellipsi § 3 sunt ex- 
posita; atque bine sequens problema solvi poterit. 



,, ?S 

PEOBLEMA 6 

, , , WW 5 P 342) a vertice stmio aiscmlerc a 

3G. Data arou hyperbolae Ae g. • - J ^rcimm fg et Ae sii 

mis data pmeto f alium aromn Ig. «* 
ometrice assignaUUs. 

SOLUTIO 

. /'( -ji' Q a-bscissci delta Gi f ^ 

Pon.tav avcPB propoBiti Ac aloBCXBBa 6i. - 

.uaesite £'(? = ;;; st'ituatur porro 

.(/ = -“■ ' i^necft 

erMeiaori.y-n.f-ri.e^nefy. Meat 

n.y-n.f= Avc.fg et n.e ic. . 

imde Arc. /’<? — 

fft fit Ae differontia geometiice 
1- flftfimto erit arcuum ig et jlo ui 

Puncto ergo g hoc modo delmi^o 

assignabilis. Q. 

OOROLLmOM 1 

rf^O sen 

37. Si ergo f ita capiatur, ut sit .1. 6liam’‘arcmP Ae 

C'e = <, fit infmita ideoque et arcus fg eu ^ ^t igitm casus, quemacl- 
excedere reperitur quantitate est, ut capiatur fK -y- 

modum figura repraesentatur, aubsis 1 

COBOLLAKIEM 2 

*■ n n iiaritei-* het uega- 
•i. fiet negativum et U.J \ 

38. Sin autem sit r> 7y„> ^ ^ 

tivuni', nude, si fuerit 


e P(1 + m(l±]^ff)+D^p^ ’ 

g = - neeff—^ 


hahebimus 


n.e + n. f+ n.g -nefg Ae + A/H- J 

14. Af et Ag, qnorum suffliua geometuce 
Tres ergo arcus exhiberi possuut Ae, Af J 

assignari queat. 
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COEOLLARIUM 3 

39. Casus hie, quo suinma trium arcuum hyperbolicorum rectificahilis 
I^rodiit, eo magis esb notatu diguus, quod similis casus in ellipsi locum non 
habet; ibi enim terni arcus 11. y — H. e — fl.x = — nexy (§ 3) nunquam einsdoiii 
stgni fieri possunt, propterea quod neexx imitate semper minus existit. 


COROLLAEIUM 4 


40. Horum ternorum arcniun duo inter se fieri possunt aequales; sit onim 
/'=e; erit 


2c]/(l -l- 0 £j)(l + «ee) 
ne^ — 1 


unde prodit 2//. e + n. y =- neey seu 2 Arc. Ae Arc. Ag = quantitati g(M>- 
metricae. Si igitur inauper fiat g^e, liabebitur arcus hyperboliciis, cuius 
tripluin ideoque et ipse ille arcus erit rectificabilis; qui casus cum ait max inn* 
memorabiliSj eum in sequente problemate data opera evolvamua. 


PEOBLEMA 7 


4f . In hype rbola a vertiee A (Fig. 5, p. 342) arcum abscindere A a, 
loncjikido geometrice ass^ignari qtteai. 


SOLUTIO 

Posito hyperbolao .seraiaxe transverse CA. = k eh coniugato = 1, ita nt 
posita abscissa GE=e sit applicata MG = kV(l ee), brevitatis gratia autein 
sib n==l-\~kk. Sit ergo GB=e abscissa arcus Ae quaesiti, cuius rectilicati(» 
desideratur; quern in finem statuatur in paragrapho praecedenti g^c, ut nil. 


oritque 


2e]/(l + nee) 


ne^ ~ 1 


377. e = -we® seu Arc. = --we'’ 

0 


ideoque rBctifi.cabili8. Abscissa ergo liuius arcus CE = e deter min ari deb(^t 



479] 


DE COMPAIUTIONE AROUim^OU)^™ 


IIHIEOTIFIOABILIOM ^ 


ex hac aequat-ione ^^e — 1 — ^ K 1 A 

,8 Qne^ — — 3 =* 0. 


nne 


^ lit Drodaati 

Ad quam resolvendam faoiamus ee- ^ i 

I aA = O' unde compavatiione 

cuiHB factors Kngantur (a;® + a® + 
institHta orietur 

— dJtOtjhl)- et = 

y — 6n, / — 

/ /3\a — 4./9v = — 12wn, fiot 

Quaro cum sit ()' + /^) (/ 

■ — Vlnaa -1- 

__ I2„a‘ + 48)7««« “= 16««(7» + !)’• 

Subtraliatur utrinque 64»“, nt fiat 


ergo 




Invento mmc valore ipsins « erit poi'i'O 


1 . !!.„ et f“=l 


= — ace — ■ 3^^' 4 
ot quatuor radices ij^sius co eruut 


aa 


3w 


2 w(h+ 9 


^nee, 

a J 


8BU cum 


„i„. i,™. . ».« «“ “' 

.-v(i±ve-s+'A))- 


^ Ton PommentationeB analyticae 

LuonnAKui Eulem Opera omnia Isi 
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Hie igitur valor si tribiiatur abscissae = erit arcus hyperbolae 


Q. E. L 


Ae = 


ne^. 


COKOLLARIUM 1 


42. Si loco unitatis seraiaxis coniugatus ponatur = ut abscissae cui- 
cunque CF = a; respondeat applicata P]) = h Y ~ , erit 

tt = ]/ (4i0 & (W 4- ^ -h lA (bh 

tiimque samta abscissa 


erit 




2 / j />(266 4 - /c/c) 3 / \\ 

a (b b A^iclt) . 4- (i b-^-Jehy)) 


Arc. Ap = 


(bh + !i]i)x^ 

' aF 


COROLLARIUM 2 

43. Si hyperbola fuerit aequilatera seu k ~ b ~ 1^ poni clebet = 2 fiet- 
que « = 2]/3 et arcus rectificabilis Ae abscissa prodit 

OE = e = ]/ y'3+r(8 + 2 -1 / 3) 
et ipsa hihus arcus longitude reperitur 

Ae •= V3 + l/(8 + a]/3) 1 / 1/3 + 1/(8 + 2 1 ^] 

COEOLLAEIUM 3 

44 Si ponatur ut sit » =. signa radioalia 

cubioa ex calculo evanescent; prodit enim 


« = 1/(2 + ss + 2 y(s> + 1)) = 1/(1 _ , + + ■/(! _p , 



unde fit 


DE OOMPAEATIONE 1 


L±-l5i-tj3 ee = i '/(I -I- s) + i - s + 


aive 


-t- ]/(^l— ■ “ ss + /(!' + 

vs±^±yi=^i-Mn‘rjii^^^ 


COROLIj^-BIUM 4 

w « = 2 si I'adicAiia per fractiones 
45. Pro hyperbola 1 4619364 ot = 1,1248368 « 

docimales evolyantur, ex« d = 1. q-os numeros 

seu Arc. Ate -2,0830191 seimaxo ^lanBv 
Weo adieci, quo veritas hums rocfaaoaUoms 

COBOLLABTOM 5 

„l+X“ = i + Wo 

4G, Casus etiam satis simplex prodit, si s = 1 e » 
ita ut sit Mnc euim at 


ee 


^+jj- V(n +J y«) „ 1 + 1/3. 

1 + ys 


Ergo sumta abscissa GA — 1^(1 + 1^3) 

(1 +i/2)(i ±y3]^±y3- 

Ac == ^ 6 

I — \ RnO'L 

In fractionibus deoimalibus at /c- 0,45609, e - 1,66289 ot 

COB.OLLABIUM 6 

47. Si sits-0, a"™ 

Ineam I'ectam OjG, erit ee — S 6 

afci natura xei postulat. a* 
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PEOBLEMA 8 

48. Invenire alios arcus liyperholicos rectificahiles. 


SOLUTIO 


Sumta abscissa CI^J = e (Fig, 5, p. 342) capi antin’ aliae duae abscissae 
CP=^p of} = nt sit 

q == + .pp)(l + Vi} H" "f" . 

1 — neepp ’ 

or it 


Quia ergo 
erit 


n.q~ n.p ~ n.c^ 


n. q~ n.p ^ Arc. p q et II. e = Arc. Ac, 
Arc. 2 ^q -= nepq + Arc. Ae. 


Qiiodsi igitnr abscissae e is tribuatiu' valor, qni in problemate praecedente 
est debnitits, ita ut arcus Ac sit rectificabilis, hunc scilicet in finem posito 

Of = [/ (4^i -j- — ly) 

capiatur 

e = 1//1, _ .. . 2 («_+, i)\N 

i \2n ' Vw inn ^ na /J 

eritque arcus ^e — liiuc sumta abscissa p pro lubitn ex superiori 
formula ita deflnietiir abscissa q, ut prodeat arcus rectificabilis 

Arc. pq = nep)q -\- 

Yeiumtanien p ita accipi debet, iit sit nccpp <C 1 seu p < — j ciun igitur 

■4. 4 1 • T . . 

sit ne > Ij capienda est abscissa p minor quam e et quidom oportet sit 

Dummodo ergo punctnm p non capiatur ultra bunc terminum, semper ab eo 
abscindi potest arcus pq, cuius longitude geometrice assignari queat, Q. B. I, 
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• 181 ] 

COROLLARIUM 1 

49. Quodsi capiatur p = , ob 1 — neepp === 0 fiet fibscissae q valor 

iulinitus ideociue ipso arcus rectificabilis pq erit influitus. 

COROLLARIUM 2 

bO. In liyporbola orgo aeqiiilatera, ubi n = 2 et 

e _ |/]/ 3 + ]/ ( 3 - h 2|/3)^ 

prior abscissa OP-^-^p t-am parva accipi debet, ut sit 

p <; - seu p < 0,4836784. 

Sumta igitur bac abscissa tarn parva semper alterum punctum q assignari 
poterit, ut arcus pq sit rectilicabilis. 

SCHOLION 

51. Insigni bac byperbolao proprietate, qua reliquis sectionibus conicis 
antecellit, contontus non inimoror investigationi eiusmodi arcimm, quorum 
differentia sit algebraica vol qui inter se datam teneant rationem, cuiusmodi 
quaestiones pro ollipsi ovolvi; cum enim talia problemata pro hyperbola 
simili mode resolvi quoant, ea, ne lectori sim inolestus, data opera pmeter- 
mitto, Hanc igitur dissortationein finiani coinpaiatione aicuum pait 
cubicalis primariae, cuius recti He ationem constat pariter fines Analyseos 

transgredi. 

COMPAEA.TIO ABODUM PARABOLAE CUBICALIS PRIMARIAE 

62. Sit Aefg (Pig. 6) loarabola cubicalis primaria, A 
eius vertex et AJllFG eius tangens in vertice, super 
qua Bumta abscissa quacunque AP^i sR applicata 
= unde arcus A.p reporitur 

=/d.y(i + .0 
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[482 


53. Quo ig'itur formulas nostras hue accommodemus, poni oportet ^ = 1 , 

6 ^= 0 , jE = 1 , (S; = 0 et (S = 1 , ita ut sit 

if — - — — - , 

1 — CGXX 

quo facto erit 

JdxV{\ -|- x^) — -f- ?/^) = Const. — cxy (cc + ^yV{l + C^) + -^ ccxxyy^ 
sumto tarn YA quam c negative in formulis n" YII et XI expositis. 

54, Quodsi ergo tres capiamus abscissas A'Fj^e, AF^f et AG = 
ita ut sit 

^ 1 - eeff 

erit 

Arc. Af— Arc. Ag = — Arc. Ae — efgiee + f(jy{l + e^) + \eeffgg^ 
seu 

Arc. fjj — Arc. Ae = efg (ee + fgy{l -\- e*) + | eeffgg^ . 

Dato ergo quovis arcu yle a dato puncto f abscind! poterit alius arcus fg^ 
ut horum arcuum differentia sit rectificabilis. 


65. Si capiantur arcus e et f negativi ita, ut sit eeff> 1 et 


g=. 


eeff — i 


et arcus abscissis e, f, g respondeutes denotentur per 11, e, II, II, g, erit 

II,e-\- -Y n,g = efg.(ee — fg V{1 4 - e^) 4 j eeffgg^ . 

Sin autem sit 


erit 


a = ^y(i+n+mi+ e^) 

1 ~ eeff 


n,g~ n,f~~ II,e -=efg{ee 4 fgYi^ 4 e^) 4 ^eeffg^. 
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56 . Cum sit hoc posteriori casii 


851 


erit quo quo 


(j(j = ce 4- 2/’ify(l 4 e'') 4 
n. f-n.e^ I efg[ee + ff+gg- jeeffgg) ■ 


Casu 


ei’it 


autem altero pro summa arcuum, quo 

eyfl + f‘) + /■■/(I + e*) 

II =■ 


n.e -1- II 


. f -I- n. g = itfg{ee + ff +gg — ■ 


PEOBLBMA 9 

Ti / Ao I'PiLv (i P. 349) parabolae cMcalis primariae tii mis 

57. J)ato men Ae (1%. ,1 f „UrMere in emlem parabola arem 

oorlke A termvnato ab alio quoamgue pmeto f ^ 

fg, ita iU honm aromm dilferentia fg Ao 

SOLUTIO 

^ EG = ';, q™™" 

Positis abscissis A. lij — c, A I /> 
haec vero ita accipiatur, ut sit 

g = ^ ■ ■ ' 1 - eeff 
ei’itque horum arcuum. differentia 

Arc. fg - Arc. Ae ^ ^ofg{eo + ff+ OS - 3 ' 

, accipi debet , ut ^jit 

Yei'um oiim data sit abscissa e, altera negative. Sin autiuii liitur 

eeff<l sen f<", ne abscissa A&-=g' 9 '- 
pmiotum g, inde reperitur 

i;y(l+jl)jrA! 4 L+i ‘5 
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unde, si g tam fiierit magna, nt sit eeggyl sen 9> ~, ent 

' eegg - 1 

simulque necesse est, ut sit .(/ > e, ne f fiat negativum. A date ergo piiucto 
/i siquidem sit /'<--> a,i‘cus quaesitus /"if/ in conseqnentia vergit; a pnucto 
autein f/, si sit g > ™ et simul ,(/ > e, arcus quaesitus /Vy retro accipietur. Q. E. I. 

COROLLARIUM 1 

58. Cum sit applicata Me = -^-6^ seu AE^ ^'6Eey erit parameter huius 
parabolae = 3 ideoque unitas nostra est triens pararnetri. 

COROLLARIUM 2 

59. Si ergo sit c = l, abscissa data f seu g vel debet esse minor quani 1 
vel maior quam 1; dummodo ergo punctum datum non in e cadat, ab go 
semper yel prorsum vel retrorsum arcus quaesito satisfaciens absciudi poterit; 
px'orsum scilicet, si abscissa data minor sit quam c, retrorsum vero, si maior. 
At si abscissa data esset =1, altera vel infinita vel =0 prodirot. 

COROLLAEIUM 3 

60. Si sit c> 1 ideoque e>y, altera abscissarum f vel g^ quae datiir, 
vel minor esse debet quam -- vel maior quam c; alioquin arcus problemati 
satisfaciens abscindi nequit, quod ergo usu venit, si abscissa data inter 
limit es e et ~ contineatur. 


GOROLLARIUM 4 

61. Sin autem sit e<l ideoque - >6, alteram abscissam datam vel 
minorem esse oportet quam ~ vel maiorem quam ™ ; dum ergo non sit 
aequalis ipsi — , quo casu arcus quaesitus vel fieret influitus vel ipsi arcui 
Ae shnilis et aequalis, reperietur semper arcus problemati satisfaciens. 
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\}i)0 


COROLLAEIUM 5 

G2 Hoc autem casu, quo e < 1, fieri potest, ut a dato pmicto /' in 
itramque partem arcus problemati satisfaciens afiscindi cpieat; hoc scilictd 
evenit, si abscissa data intra limites e et | cortineatur; turn enini ea tain 
loco f quam loco () scribi poterit. 

COROLLAKIUM 6 

63 Si arcus f(] debeafi esse contiguus arcui Ae sen si sit f^c, veiienetni 

2ey(l -1-e"). 

^ 1 — ’ 


hoc ergo 


fieri ue(iuit, nisi sit . < 1. Hoe ergo easu erit arcuun. differentia 

+ e*)y(l + 6*) 

Arc. /■(/ - A.ro. sTT-e*)’ 


PROBLEMA. 10 

6, m/o ,anM.a «« fy alin. ia«,Ve .. 

id ilhm superei qumtitate qeometnce wrnjmm. 

SOLHTIO 

a p—F AG’=fli quaesitae AP=‘P et ^ 

Sint abscissae datae AJ< h ,iUlue 

ot in subsidiuni voootiu' arcus j' . 

^ If ^ I . 


el/(l+n±lV(i±A et q 

(J^ “ ^X^eeff 


eV(i +/)_tLAC±-^: 

— T”— eepp 


erit 

et 

ergo 


i,e, fg Arc. (« + 


Kvc.pg^ — 2 

A,.. 

AvG,pg[--^^^‘ 

in Oomtnentatiouos analyticae 

Leonhahdi Eor.mi Opem omiua In 


40 
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Eliminemiis autein utrinque e reperieturque 

„ _ = g i/g +/)-iii/(i + !■/*) 

1 -ffgg ’ 

uncle, si f, g et 2 ^ dentur, obtinebitur q hoc modo 

sO- — ffsn + ffpv — <I9P1^ 1^(1 + f) (1 + P*) \ 

-f{^-ffg(i + 9gpp — ffpp)'y{^ + <f) (1 +/) 

+p(i - ffpp — ggpp + ffgg) ^0- + f) (i + o') 

__ - ‘ifgpiff +jig + pp + ffggpp) ‘ 

(1 - ffgg — ffpp — ggppf — ¥fggpp iff + gg + pp) 

qiii valor quoties nou fit negativus, praebebit a dato pnncto arcum 2 )q ab 
avcu proposito fg geometrice cliscrepautem. Q. E, 1. 

COEOLLARIUM 1 

65. Ambo abscissarum paria ita pendent ab e, ut sit 
ff^gg = ee(l + ffgg) 2fgV{l + c''), 

PPi-qq^ ee{l ^-ppqq) + 2pqy{l + e'^), 

unde reperietur 

ee = '^(^ff ) -fs(PP -i- g g) 

{pq~fg){i~fgpq) 

et 

yn q- e^) = GJiJ + gg)(i +ffgg)~ if f + 99 ) (1 -l-pMg) 

V ^m-fgyO^-fgpq) 

et bine penitus eliminando e habebitur 

((1 — ffgg) {pp + qq) + (1 —ppgq) (/’/'+ 99 ^^ 

yel = 4(1 ~ /• qpqj [[pq ^ fgf {ff _|. gg) fgp 

((1 — ffgg){pp + qq) ~ (1 -~ppqq) (/’/’+ gg)Y 

^^{pq — f (jf ((1 — fgpqf [ff -[_ gg) [pp gg)) . 

COROLLARIUM 2 

66, Hinc ergo dato quocunqne arcu fg infinitis modis alii determinari 
possunt aicus pg^ Cjuorum differentia ab illo fg sit geometrice assignabilis. 



.i 485] COMi’AllATlONE ARCUUM CURVARUM IRRECTIFICARILIIJM 

Blit aiitein liaeo differentia 




Arc. p(l~~ Arc. fg 

Ippo/ 1 — \fm ~ 


(I <1 i 


tin - fn) (ff i‘ ’‘i '''' ' ■ 

OOROLLA.EItIM 3 

r7 Pn«w hio dno peculiares considerandi occumint, alter (pu) 

,, ^\uPf,n,a = l Pnori casu fit pp + n = ff+!l!l “tooque j)-=/ at 
jr,,\ta It arena pg in ipaum arenm ft incidat eorma,ue di«ereut,a ha, 

:0 Altero vero casu lit 

seu })p + ^ 


ffinj) {pp + 2«) + " fftff) ” 


(1 - fftt 

,, .1 , 1 ot « = fiui est casus a Celeb. Ion. llKUNom.hhVi 

imde colhgitur p — j et g ^ , fi irao py„ositii 3 
l,,m. primum in Actis Lipsieneibus A. 1698 expositus. 

OOROLLARIUM 4 ^ 

ff = 4 tic pvoimlo , 

68. Hoc ergo casu Berkouruuno, quo i f 

et ,,p + 22 = ff+f , erit arouum differentia 

Arc. iig - Arc. fg = ^ 

unde colligimus , , u 

quibus valoribus substitutis erit 

g 1/(1 + n - fVil±sl {{ff + gg) (1 + w) + ^ ' 

i,,,,.,...,-™.., 


1) Io„. B«a.oin.u, Thmma 

parabohruni 2 ^f'opHcias. Giihioalis pi 46* 

Opera omnia 1. 1, p. 249. A, K. 
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quae abit in hanc formam 

Arc. i3<7 — Arc. fg = 


(1 + n y(i + n (i+g')y(i+g^) 






quae est ipsa liorum arciium differentia a Col. Bernoullio exhibit a. 


SOHOLION 

69. Simili mode dato quocunque arcu parabolae cubicalis fg alii arcus 
inveniri poterunt, qui a duple vel triplo vel quovia multiplo arcus fg discro- 
peiit quantitate algebraica; quin etiaiu hi arcus ita determinari poterunt, nt 
differentia evanescat. Hinc ergo proposito arcu quocunque fg alius in 
eadem parabola assiguari poterit, qui arcus istius sit duplus vel triplus vel 
alius quicunque mxfftiplus. Ex quo vicissim pro liibitu infinitis modis eius- 
modi arcus assiguare licebit, qui inter se datam teneant rationem. Ut autoiu 
duo arcus sint inter se in ratione aequalitatis, alii assignari iiequeunt, nisi 
qui sint inter se similes et aequales. Quod quo clarius apparent, sib 

fg^m, ff -^gg^n et jojo + 

erit primo 

= ee(l -j- mm) -b 2w]/(l -b cf), 

turn vero 

y = -b "f* “b ^0* 

Unde ut arcus pq et fg inter se fiant aequales, oportet esse 

ee(/i. — m) (l ~ j/ip. — —mp. — ^ 

At pro n ei V illis yaloribus substitutis lit 

/rj/ — mn — — m)(l m/n + mm) -b — m) (jn -{- m) y(l -f a^) , 

unde debet esse, postquam per /ii — m fuerit divisura, 

2ee + ■jmm'^ -f 2 + w)y(l + o*) = 0; 

quae quantitates cum sint omnes afflrmativae, solus prior factor /i ^m — 0 
dabit solutionem eritque f^p et g = q. Ad multo illustriora autem pro- 
gredior ostensurus in hac curva etiam arcus rectificabiles assignari posse. 



DB COMl'AliATIONB AECDUM CUEVARDM IBaECTlFlCABll.lUM 3.' 


PKOBLBMA. 11 

70. In parcibola cubicaU pnnmm a vertice A amim 
hnsitudo (jmmtnce assignari qucat. 


exhibere 


AssuniWs jibBcisBis 


SOLUTIO 

a A:E=6, AF=‘f et AQ = tj supvn vidimus, si sit 


0 eeff ~~ 1 




liincquo 


au/Cl + 'Q seu e*-6e‘-3 = 0 
c — ' ^4 i 

=! 3 "b 2 y 3 . 


Simla ergo abscissa ^ ^ ^ 7^(3 + 2/3) 




rc.A(.c = -t(3-y'3)C3 + 



FEAGMENTUM 

EX ADYEESAEIIS MATHEMATICIS DEPEOMPTUM') 


Ex commQjitationo 8X9 iiidicis IOnustiioi-^jhani 
O pera posturaa X, Potropoli 1862, p. 497—502 

100. 

(I, A. Euler) 

PEOBLEMA 

Pro hyberMa, miins semiaxis AC ^ a (Fig. 1), 2'^osito A.F ^ x, PM = y 
sit ny=^^(^ax-\-X'X) et cx M ad asymtotam ON diicahir MN axi paralMa; 
invenire cxcursum reciae GN siqwa ctirvam AAl, qiiando imnckmi AI in infinitum 
promovekir. 


Pig. 1. 

l) In praofatioiio a Nioolao Euss minoro ad Opera 2^osiuma scripta legitur p, IV— V: 
itPiaetei sciipta postiiina ab Euleuo ipso olaborata ot raaximam partom ipsiiis inauu oxavata 
oxstant volumina tria, quibns titulus est: Adversaria matJiematica. His adversariis adrainisfcri ct 
discipnli Euleri iaferre solebant theses quasdam ot sontontias broves, quas quidoni a magistro 
accoptas ipsi fusius et acouratius explicaverant. Ex bis thesibus soloctae sunt graviores, quae 
opeiibus posturais suo loco iuserentur, et pvimum quidom nonagiiitn dignae visao sunt, quae typia 
dcscriberentm, Deinde clarissimus Tsciibbysciibff, perliistratis iterum dictia voluminibus, invenit 
alias sex theses, quas addeudas esse eensuit; has tomus prior oxbibet sub Numoro XXIII, p.487 — 493. 

hiuic piaoteiea ox adversariis illatae sunt theses geometricao octo, theses analytici arguinenti 
quatixoi et dnao ad calculuin integralem spectantesj ita iit omnino tomo priori 110 theses ex ad- 
saiiis depiomptae coutineautur/' — Toini tres supra commemorati pertinent; tomus I ab a. 1766 

isque ad med, Apr. 1775, tomus II indo usque ad lunium 1779, tomus III iude usque ad mortem 
Euleri, 1783. A. IC. > , ^ 
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FRAGMENTUM ex AD7ERS.VBI IS MATHEMATICIS DEPKQMPT UM 


SOLUTIO 

Pofiito a; = oo fib ny^ x>, toe 


1 1 ' 
im^.AON^-- ot sill. 'ey Off’ 


rgo 


GN=,y]/{\ + »»). 
L'ura voro habemus nnyy + «« ■= (« + ®)’- “'g” 


[line arcus 


nine 


nnijdy _ . 

:= y (n n y y -I- dx^ y ^ _l_ a a) ’ 

- . // V 

A]\i ^Jdy 'mrnTf^^ 

/ // 1 

CN — AM ^fdy [Vinn 1) — V (ww + 1 — ,^„yy j^aal/ 


Ponatur nunc 


erib 


bive 


ergo 


^ = ]/(jMl + 1) — y 1 4- rtfli ’ 

= — 2i^y(ww + 1) + 

nnyy ~h 

a ,/«» - 2 t)J^»+l)jL” . 

y “ ")7 r ^'‘aTycBn + 1 ) - ®" 


Per loga.ritj)iTifios autem exit 

2!y-2J« = i(«»-2iil/(«« + l)+ ) 

, 1/(1 !-««) + «* -: 
rf!/.. „ - l,y(„« + 1 ) - 

bine autem vix quioquam concludi potent. 

t« ( jimi. Siu 


-X X n ‘ 4 - 

Ineamus ergo alianr viam. 

(jj^ _ am ^ ”” ^ 


nnaa _.L --nt 

1 nnyy-^ ' 
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sit 


nnaa 


== cos.tt)"; 

-f 1 nnyy aa * 

• I I nnaa- i . 

ent + = lime 


nn 

nnaa- 


ny 


(I y (ii 71 sin. (p^ — cos. (p^') 
cos. (p ]/(«« -j- 1) ’ 


nbi casu 2^ = 0 erit cos. r/ et cos. 73 = -—- — et sin. m , 

bang. = hinc (p = AdN, et pro y = 00 erit 7) = 90^ Ergo integran 
debet a 7) = ^ GN vel tang, (p = usque ad cp = 90” vel tang. <p = cx>. 
Est autem 

a]/(»wi:aiig. 7)®— 1) 

]/(«w-t- 1) 


ny 


Ponatur tang, (p ^ i et integrandum a t usque ad =* 00; at 


sin. (p = 


vel 


I-Iinc 


1/(1 + it) 

GN^ AM = 1/(1 + nn) — T 

4- 1 W 


tdt 


i 


Est autem 


GN-AM== |- !/(««« - 1) - ^f- 


«]/(w« -H 1)*^ y(n 7 iU — 1) ^ ]/(l ify 

n7ittdt 


y{it + l){ 7 i 7 iU — 1) 


Erit 


Gif- 


^ ^ h I ^ ^ 1 * 3-6 1 . , 

1/(1 ^ ^ ^ t 2 ' + 2 . 4 “f ““ 2I4 ■ 6 ’ ¥ 


AM^na(~ f — il? f 1 C dt , \ 

tyi7i7vtt-\') 2 . 4 J iY(,i,i^^_i)+2.4. ej * 


ty{ 7 l 7 Vtt—\) 

Ubi notandum, si scribatur fore 

di /* —dll 


t^y{ 7 i 7 xU^l) 


/■— f_ 


ty(,mu-x) -J yyyzyy) “ ^ “ A™' <= 0 «' ni 


et facto t = 00 erit hoc integrate = ~ . Deinde 



1«'RAGMKNTUM ex adversariis MATREMATICIS DEPR0MPTU.\[ 3G1 

4 1) 8 1 “ 


r —uUlu 
1) ]/(n» — «w) 

V{nn-uu) 

y(n«-wR) y{nn-tm) 


/ (ll C —uuchi r ^ I 

y(nn-yi^’ J ]^y(nnU~l) J y(n»-«M) 

f ^ r_z±'^ etc. 

J f'Vi^intt-li) J y{nn-i 


J y'(n« — wr) ^ 1 

Ubi terminuB .Igobraicus fit =0. tam si » = » quam si « = 0; argo ob 

i "1” ni’H'. 


.j — oiit 

X 4- 2 


Cum nunc ossot 
erit 


_ (^ + l )j^ rjzi^ 

J y(nn- mtj ^ ^ ^ ]/(»n - » «) 

/; 


y(nn—uit) ^ 


hi 


■ tiudu 


— _ j]', . 


/* ^ Lil. — -ij® etc., 

J y(nn — M() ^ 

quamobroin habobimus 

-, a 1 1.3.6 1-3 ) + etc.). 

Unde exoossus in problomato qnaesitns GN^AM pro infinite ent 

, „ 1 > . 8* 6 J 1 ^ ' 3* ■ 3* J_ „6 _L etc.) , 

,„, ,i . I.»l ..*1. »ta», ..M. 

..1- -0 P-„. ...«— ■— 

, nno>o, \ )), 

ON- IK- y(i + w )/4 - VG' n3'««0+»“'' 

ponatur , aa ^ ^ 

-5^ = W et 

Wl + 1 

• To. Commentafciones analyticiva 

Leokhardi Eul^«i Opera omnia Ui Com 


48 



[498 


362 


FRAGMENTUM EX ADVERSARIIS MATHEMATICIS DEFROMPTUM 


ent = -1- hincque 

aa uu ^ 


„ = £ . atque rfj/ = - - , 

» W ttw ]/(l - ttw) 


ubi pro 2/^0 habemns ^^ = 1 et pro y = oo 0 . Unde fit 

GN-AM=~p- f '’" 

VmJ 


— a r(iu(\ — ]/(l — wfiti)) 
YmJ uuy{l — mi) 


ubi 


Pro altero inembro 


./: 


(Ill — ]/(;! ~ uw) 

«w]/(l — «w) W 


_ — y(l — wi?(w) = '[/(I — mnt) • r?. 


habebimiis 


f - |/A _ _ V(l-~ nu) il-min() rmdtiYil - nu) 

•J uuY(l~tiu) R t/ 'Y(\ — mtiti) 


Y{1 — mtiu) 


hincque 


- 1 

( 1/(1 — , ]/(l ■“ itw)(l — 1 J 

{*mduY{^ ~~ «t0^ 

Ym 

\ it ‘ u ' J 

! 


At si ii evanescit, fit ]/(! — mww) = I — et pars integrata sponte 

evanescit, ita ut iam sit 


CN- AM^~ aVm f ««), 

J 1/(1— Hit) 

quod integrari debet a termino u==l usque ad === 0; sin autem integremus 
ab w — 0 usque ad « = 1, liabebimus 

GN-AM=aVni fi" , 

^ ]/(l — muu) 

Cuius valor per rectihcationem sectionis conicae assignari potest, uti constat. 



iqni Ti’EAfIMENTUM IGX. AEVKRSAIIIIS MATHEMATICIS DEPI^OiIPTU^{ PiG:) 

498 — • — _ — — — - — — — — — — 

Qviomaf^nioduivi rovorn, o^t differentia inter asymtotam et arciini hyper* 
bolae, vide Nov. Coinm. T. YlII pag. 134 cas. lid) 

Erit eiiim 


(N. Fuss) 

02f _ am = a CVm - (1 - uVnijn, 


ibi n i'»ti avciiK ii vevtico siimkis soetionis conicae, cuius semipavainoter - 1 
ot semiaxis teaimvorsus = a, pro terminis iutegrationis supra stabihtis. 


Jlaec fornuda 


(I. A. Euinni) 

rdit VCi -«»_) 

J ]7(1 — 


(Inplici tnodo in soriorn ovolvi potest. 

1. Modus. Cum sit 

1 . . . 1 . 1 ‘ 8 .„ 3„4 1 


et 




. I n nqmie ad w^l sumtum cvanescit, finare 

ubi postrenmm nioinbrum ab n = 0 uscpi 

cum sit ^ \ ^ 

fduV{l-Wi)=--j’ 


orit 


uudiiV{^ 4 ‘ 4 


1-3 Ji; 


1 . 3 ■ s :* 
r.6.5' 4 
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Deindo notetur esse fd(p coH.2X(p ^ quod casu y = 90« at = 0; 

onde patet in evolutione omnos teminos sin. 2 A contnientes omitti posse, 
imde nostra formula snmmatoria erit 


fd(p{l -l-/i:cos.2^) 



1.3 1 

2' -4 ‘ ’2 


Ic h -P 


1- 3'5-7 

2- 4-6'8 



et 



|d 9 )cos. 29 )(l + /tcos.25p) ” 

2 ^ 2 ♦ 4 • 6 2 • 4 2 • 4 ■ 6 ' 8 ■ 10 


2'4-6^ 



> 


consequenter 


CN-AM 


/ I 1 ■ 3 , , 1 • 3 ■ 5 , 3 I 1 • 3 • 5 -j; , 1 __ h''‘+ etc.); 

= } anV{ h (1 - -J + ITS ^ fT 8 '* + JTi ■ 8 • 8 4 ■ 4 • 8 ■ 8 ■ 12 / 

. ^ fit = l hie vero valor heri debet =-ft, unde sequitur 

casu ergo, quo w = oo, lit /c > 

o i/o ( 1 I 1 • 3 i ’ 3 • 6 I 1^3_-5j_7 _ ^ ^ 

=q-4+4T4-f^4^8 + 4.4.8.8 ^ 


Froposita autom vicissim kac serie eias yalor ita inveatigari potest. 
Piat /c =- u ot ponatur 

H I 1-3^ — etc. 

S==l + J:4^+4-4 8-8'' ^ 

1 - 1‘3‘6 fl , etc., 

J = + +4.4.8.8-12 

ita ut s-i praebeat nostaam seriem. Hmo ent 


M'*’ 

o K "7 

d< «2 I -- 4* ’ 

— J S= . f' \ 4 . 4: . e 

4: 
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ConsequGTiter jfit 

A nr ,l'13‘3 3,1.13'3 5-5a, ,\ 

4 \ ^2-4 ^2*44'6 ^2-44.6C)-8 ^ 7 

Hie potaiidum, si fuerit m = l, fore ON — AM = aVmJclu, ut fieri debeafc 
ON ^ AAI == a, iinde sequitur fore 

ideoqne haec series =— • Alter casus, quo w==0 et w = 0, manifesto prodifc 
CN—AA[= 0 . 

II. Modus. Ponatur M = sin, </), ita ut integrari oporteat a cp^O usque 
ad (p==~, et habebimus 

CN — AM = a Vm . 

7 Yll - m sin. (jp*) ]/(4 - 2 u ) 7 ]/ jji .p cos. 2 (p) 

Sit nunc brevitatis gratia = h = ot 

° 2 — 7^^ 2 + ?t7l 

CN— AM=ay^h y£?f/)(l-j-cos.2f/))(l + /ccos.2(p) 
lam vero est 

(1 4 k cos. 2 <py '^ = 1 — /i; cos. 2^4 cos. 2 r/j® — ^ ^ 

Porro notetur esse 


cos.2f/= — 4 -cos.4f/>, 


0 3 . rt ,1 


C 08 . 2 fp®= — cos. 2fp 4 — cos. 6f/), 

1 • 3 1 1 

cos. JTI + J COS' ^9 + j cos. 8fp, 

5 6 1 

COS. 2^®^ — cos. 2cp 4 — cos. 6 r/j 4 Jg cos. 


16 


cos. 2f/= 2 • COS.29) + etc., 

n 8 l-3.6'7 , , 
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et 


HUGMENTIIM EX ADVEBSAUIIS MATHEMATIOIS DEPROMITUM _ 305 

Ddndo nototur bssg fd<p ooH.2X,p = quod casu c^ = W fit =0; 

unde patet in ovolutiono oranes terminos sin. 2 Ay continentes omitti posse, 
unde nostra formula siimmatoria erit 

rd!y(l + /«coB. 2(/)) “ 

j d (p cos. 2 (p (1 cos. 2 (p) 

r. { .1 1 7 i ^ 1 -i 7.3 — - /ir' - etc.) , 

=^ Jd(p (^— y ■ 2 '2-4 • 6 ’ 2 • 4 ^ 2 • 4 • 6 • 8 • 10 2 • 4 • 6 

consequentor ON — A M 

I 1 . !t 1 • u ■ .'i , q . 1 • 5 7.4 _ k'^ + etc.) ; 

^ fit k-i hie vero valor fieri debet -a, unde sequitur 
casu ergO; quo « = oo, hi /c — i, n 

oi/a ( 1 , 1 ■ ^ — etc.) . 


. •« a^nci valor ita investigari potest 

.Propositti antoin vicissun liac sen 

iafc /c = ot poiiatur 


. , 1-3 A . etc. 

Sc=l + ^^^^'r/t .4 8>8 


4 • 4 
1 . 3‘6 


1 1 ’ _L / " 


ut s _ < praobeat nostram seriem. Hinc erit 
“V- = 4. ' 4 • 4 • 8 




ds 

ods ^ 
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blue 

Pori’o 


zdt -j- idz = 


ds 


d.sz . , 1 • 1] • 5 ,1 , 1 . 8 ■ 5 . 7 ■ 9 « , . 

-dV- = 1 + etc.. 


(I tS8 


^ o , 1-8-5 7 . , z’^ci.sz 

1 • ^ + ^ H- etc. = , , 

4-4 dz 


z^d.sz 


bine 


clz 


dz ” ' 4-4 

zzdt + ^tzdz = ^^ds “j- sz'Ulz, 

Eji ergo has duas aeqiiatioues, ex qiiibus elimiiiando ds reperitur 

zdz ' zz ’ 

unde 

ds = - dt (i 4- + di ( - 00 ) + t (- - 20 ) 

= zzdt + tzdz\ 

unde reaultat haec aequatio 

0 -= zzddt{l ™ /) + zdzdi (1 — 6^'') — + 3^'); 

unde si inventum fiierit t, tunc erit 

s = . 

zdz ' .. zz 

Ilia aiiteni aequatio ad differentialein primi gradus reducitur ponendo 

^ ^ , dimi erit dt==e'^ vdz et ddt = cA’^'^lclvdz -\- vvdz^), quibus sub- 
stitutis reperitur 

szdv{l — /) + zzvvdz(l~^^) + vzdz{l~6z^) — dz(A + 3/) = 0, 

Statu atur 


V ~ 


erit 


z{i~z^)’ 


quibus substitutis iiaiiciscimur 


d v = _ q^{l^5z^) 

z{X-z^) zz{l^'?f'^ 




3G6 FRAGMENTUM EX ADVERSARIIS MATHEMATICIS DEPROMPTUM [500-501 


111 lie 

POITO 


liinc 


zdt -j- tcU = — - 
0 


d.S2 ^ 1 • 5 ■ 5 ,< 1 • ■ 5 • 7 • 9 « , , 

= i + etc., 

ii/li = 1 . f. + etc. = . 

(h ’ 4-4 ' d0 


zzdt -[- ^tzdz = z^ds -)- sz^dz, 

Eu ergo lias duas aequationes, ex qiiibus eliminando ds roperitur 

s = _L (2 

unde 




zdz ' zz 


2z 


^ dz 


= zzdt tzdz'y 

unde resultat haec aequatio 

0 = zzddii). — ~\- zdzdt (1 — bz') — tdz^(^\- -\- 3/); 

unde si inventiim fuerit tunc erit 

zdz : 7z ■■ 

Ilia autein aequatio ad difTerentialeni primi grad us roducitui' ponendo 

t=~& , dum erit dt = e'^ vdz et ddi >= e>^'''^\dvdz -y vvdz^)^ quibus sub- 

stitiitis reperitur 

zzd'oi^^^) -b zzvvdz{l~z^) + vzdz{l~bZ^)~dz{^ H- 3/) = 0. 

Statuatur 


V = 


erit 


z{x~z^y 


dv = - S4;*) 


quibus SLibstitutis nancisciinur 
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LEMMA 

NoleUtr haec redticiio 

si inlcgrei'icr a usque s == I . 


ALIA METHODUS EANDEM SERIEM INYESTIGANDI 
Qiijieratur soparatiin series 

^ I l’ 3 j^ I l' 3 ’ 5 * 7 y^ I I 

s “ H- 


ot 


/ ™ ^ _L ^ \ ^:A /c» 4- 4 etc 

^ i ^ I d- 1 ‘ 8 ^ ^ 4 ' 4 ‘ 8 ' 8 - 12 ^ ^ 

Pro prioro considoretur formula 

(I - /c/c^')"'*' =. ;i. -I- ] IM + -^7^- Vn ’ + : 

flip (:l kuy = fdp + -■ J kk pdp + l^ k‘fe‘clp + etc. 

Nunc fiat 

fi'dp = lJk> efc fidp^^lf^dp et fi'‘dp = ^^Ji‘clp\ 


hiiic orit 


orit 




Ex suporioro lommato liabemus 


undo fit 


/, 




+ S(J0 


p0^'~^d0 

J (1 - B‘f 

m-Al j 

' (1 - i*f 

/• 00 d0 

r1 /il 11 n (X 

r 0^^d0 


UUlllUL/ 

j44 


0^0 


Undo patot siiini debore 




00{U , 

3 i 

( 1 - 4 ^ 



3G8 FRAG^rENTUM EX ADVERSARIIS MATHEMATIGIS DEPROMPTUiM [501-5(to 


cousequenter evit 


Pro altera serie 


r ^ /• 

J (1 - (1 _ kk0^f ‘ J (1 _ 


cousideretiir 

Fiat 

hmc 


, 1 , , 1-3>6,3 , 1.3.C-7-9 ,5 , . 

4 ^'’ + 4:4.8^ +4.(1.8.'8.12^'’ 


l,sil'li7«oi l'5'9,r, to, i 

jJ “ 4 + ;r8^^ +i:r8Vfj*'^“+ 

fz''dp = jfz\lp, f/‘‘dp = jfs‘‘dp etc., 


dp = 


dz 


unde sequitur 


(Is ((1 — hks'^y'^ — 1 ) 


. r 

lcss(\ — ^ (1 — s^'f' 


Hinc autem neutiquam patet, quomodo haec series coinmodius exprimi possit. 


Adversaria maihemaiiGa, 1. 1, p. 258—266, 



FUAGMENTA KOVA 

EX ADYEESAEIIS MATHEMATIOIS DEPEOMPTA*) 

Ex intinuscriptis acudomiao scientiaruin. Petropolitfimo-e luinc piiiuuin odita 


SiipGi'iov voottfioatio ollipsis') faciliiis hoc niodo expeclitur. Sit AGB 
(Fig.l) (piadrans ellipticua, AG=^a, BG=^l ot AGB qiiaclrans circi.li radii 
AG= a; ducta applicata XT F et radio GV sit aiigiilus 
AGV=(p) es'it C’X = a cos. (/) = .*, X7= a siti. t/i et /1\ 

XT = y = h sin. ry), orgo ^ \ 

(lo^ = — tuUp sin. f/;, dy = bcUp cos. (p/) \A 

nnde V{d(io^ -h ^hf) = ^'^9 9"" “I" 9') ^ Pig. i. ^ 


A Y = l'd(pV{aa sin. (p^ -Y bh cos. (p^) =J d(p ]/^ 


aa-\~bh aa — bh 


)s.2(p ); 


I'l Vide iiotiim «. 358. Mwimam pni'tora qunoationuin ia Achmariis maihmutiois ad theo- 
rinm integmlinm olliptieonim portinmtium oommontationos iam aditaa oontmout 
puUicatioao digaa vidobantur, volumino 20 iam sdito adcota aant .daocuo haaa f.agmonta 
ill praofationo cominemorari non poterant. A. K. . . „ 

2) Vide L. Euluiu Oommontationom 448 (indicis Enestiioemi^ni): Kova ^chcs 
coma-fjcns pcrmehvm ellipsis exprhnons, Eovi comment, acad. sc. Petrop. C- 
1774, p. 71; Lkoniiaud! JSuw Opera oinnia, sones I, yoL 20, p. d&7. ■ • ^ 

8^ In manuscviptis Eumnti signum diiTorentiationis nbiqno est 0 (quod omnnio m scnbeudo 

, non d. Quia autem in Oj>en!,„s postmnis, 
odita, abiquo signum d usuvpatum asl, etiam in bis fagmsnt.s edond.s boo s.gno us, sumus. 

LiiONKAKui Euianii Opera omnia Isi Commeiitationoa analyfcicao 



PX^AGMENTA nova ex ADVEl^SARTIS MATHEMAriCIS BEPIIQMPIA 


i _L 7)/) — rr et T-?T = fiet arcus 
liiiic, SI ponatur aa-too — cc tu > 

yl 7 = ~ fcl(pV{l — COS. 2f/j). 

1/(1 — cos. 2 c/)) 

= 1 _ i « cos. 2 <;- — «»» cos. 2 f/ - >*’ cos. 2 r/ - i. A|;| cos. 2 </ - etc. 

Iain ^ 

fd(pGOB,2(p^ j sill. 2c/), 

quod pro to to ciuaclrante, ubi cy? = 90“, lit = 0; deiiide 

fdip cos. 2/ = 1/ d<p{l + cos, 4f/)) = J cp -1- J sin, i(p, 

si (p = 90“, fit = Y ' 

y d(p cos, 2 c/?“ = 0 , y’cZ c/) cos. 2 c/)^ 

y’dc/) cos. 2^® = 0, y fZc/) cos. 2c/)“ = 'gT^Tc * a 
etc,, 

si (p = 90“. Consequenter quadrans ellipticus 

FT? = Af* __ Ll i * _ .i-i . «» “ - etc. 

]/2V2 2.4 2 2 2. 4. 6. 8 2-4 2 2 -d-G -S-IO. 12 2-d-G 2 

sit coefficiens secimdi termini «, terbii quart! y, quiuti cT etc.; erit 


1 • 8 n; 

1.I5-5 7 t _ 
2 


1.11 1.1 /3 3-63 3 ‘5 


7.9 6 


7 . 9 


“ 2 ■ 4 ' 2 " 4 ■ 4 ’ a 6.8 ‘ 4 8.8’ |3 iO * 12 ' 6 1 2 • 12 


etc., 


, V r. ^ fi 1 ‘ 1 1 . 1 . 3 ■ 5 i 1.1.3.6.7.90 , \ 

AYE = — 7 - 1 — —nn — — — n — - 7^ — ere. 1 . 

2]/2.V 4-4 4 . 4 . 8 . 8 4.4.8.8.12.12 ^ 


ergo 
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FUAGMHNTA nova ex AD VERSAimS MATHEMATICIS DEPlIOMl-T; 

Circa seriem moclo pro perimetro ellipsis invenkm posito « = ..•/ ; 

stjativaijni j ^ n r ■(is*s> 7*9 

S = l-j 7 ja; - 4 . 4 . 8 . 8 . 12.12 

inter s et a; haec reperitur aequatio differentialis seciincli gradus 

xxdds , xds , x^s ^ q 
~dx^~ dx l-a."* 

nam ranltiplicando per 1 - ei’it 

g = 1 - 1 - Ax* + Ex'* + 

iJ.x*+ 8B®'+ 12 0®“+ 16-D»'*+ 


SI 


ac si fingatur 
erit 


dx 


ergo 


d ds ^ g . ^ j ^8 _l_ 7 . gS®" -1- 11 • 12C*''’ +15-1®^* + 
dx^ 

xxdds _ 3 , + 7 • 8B/ + 11 ■ 12 to" + 16 ■ 16^"“ + 
cix'^ 

xxdds 4 __ 

xcU _ 
dx 

xds i 

X = 


dx 


C 


uncle lit 


- 3.44 - 7'85 

4.1 + 8 ^ + 12 ^ + 

_ 44 - - 12 ^ 

1 4 - 4 + 

' ' i, 

G 


4 . 4 .t + l = 0 > 


1 

4 - 4 ’ 
3-5 


8*8JS" 

3-54 = 0, 

^ 8-8 



7-9 

12 • 12(7 — 

7 .95 = 0, 




lM8 

16-16I>'- 

11.13Cf = 0, 

^ ^ 16” is 


47 * 
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FEAGMENTA NOVA EX ADVERSARIIS MATJIEMATICIS DEI‘l{OMPTA 


II 

THEOREMA 

llaec aeqiiatio differentialis 

dx dy 

■]/(« -\-(ix + 'yxx-\- 8x^ + 4- ]/(« + (iy + yyy + 

mtegrale algehraimm habere neqiUt, nisi sit £ = 0; id gtiod tmico casu speciali 
ostendisse stifficU.^) 

Oonsideroinua ergo hoc exemplum 

dx _ dy ^ 
y(x — 2 a;® + rv'*) Viy— 22/“ + 2/'’) 

ac poaito x===pp ot y = qq haec aeqiiatio fiot 

dp dq 

sive 

dp . dp dq j dq 

l-pp' 1 + P2:>~~~ 1 — qq'^ 

cuius integmle est 

-1 1 ?: ±| + Arc. tang.i) = -I I + Arc. tang, q 0; 

quod quia duplicis generis quantitates trauscen dentes continet, relatio inter 
jP eb ^ algebraica esse neqnit. 

Gonsideremus etiam 

dx dy 

quod transit in hoc 

dx dy 

xxy(x~i) yyyiy-1) 


1) Yiclo etiiim ImtitiiUomm calculi intefjralis vol. I, § 640, Leonjuudj Eulem Opera 
omnia^ series I, vol, 11, p. 414. A. K. 




376 FRAGMENTA NOVA EX ADVEUSAUITS .MATIIEMA'I’IOIS DI'lCHOMn'A 


lam differentietui’ eritque 

dy{a-\-'bx~-\- cxx) = dx (// hx — h i/ 2 (uv//) . 

Erat autem 

y{(d — -{- (f^ 2ay)(2cy — A)) — x()i('.y - . .. /y . | , A y ^ 

ita ut iam sit 

dp(a In -i- onx) = (hV((iJ - hyy - j- (/'- 2a!i)('J,yij In) 


sive 


dx 


dy 


« + fa + cxx YQ/g-flt -|. 2 (ah -I- -I ■ {hi, I „ r) //;/ ) ' 

cuius ergo integxale est ipsa ao(iuiitio alg(!l.™i( 2 i prdposii.a. 

Vicissim ergo si propoimtur luioc iukiuhIJo (liiroroiiliiiiiiH 

dx ^ f/.y 

«+(-* + »»■■ +2,«v I- »)’ 

algfeice intagnari poterit, si modo fuoril, 

m ah + of-ig et fl,, undo datis ,n ol, u ,,M,u.,d I, /; 

Ex prion autem fit y ~ , /- Vp • 

" I, - ‘''ll''™ vori) !i< ■l/(u \-fh), i,\ <|ui> IK 

(alt + cff ~ •2m(ah + cf) -|- mm hi, (n I fh). 

Ponajur brevUatis gratia ah + ,:f^^ /y, „ 

eiit {ah^cff=^pp^iacq, ergo ‘ 

turn vero erit 2 ^ 

fj = - hh n 

hh * ’ 

rx:?:; “r""" 

algebraicum, si hh = i,ao' at si roniiiiliid iiitngi'ulo 

mos, at si J& <4ao, per'^oum oiroulalm 


, dniihlc 



J)’RAG1\1RN'J'A NOVA EX ADVERSARIIS MATHEMATICIS DKPHOMr'l'A 


git ( 1 = 1 , b = () eb c = l, inde k = — l\ ergo huiiis liiilV'- 

rcnbialis 


dx dy 

l-|-a;a; y{n-\’^my — iyy) 


iiibogralc alg( 3 braicG exprimi poterit. ... Hie ob i = 0 litteni q per p deliniri 
rioquib . . . Reperibur aubein tandem 

et g = /(« + A); 

bum voro inbegralo completiim est 

2y(l -b iO(c) = /"+ + h'XX 

Hicqiio f est const ans arbitraria. 

Hie aiibem calculus ita coinmodius iustitui potest. Cum sit 

ah cf =bg -y et fh ==</</■“ '^0 

ak _ cf^^ViQxj + «)• - iaoigg - »)) 

_ Aac)gg + + «»“ + ‘1"“")’ 

,.ml(3 f et h iacile dofmiuntur, et littera i/ est quantitas arbitraria. 
nine in oxemplo allato, quo a = l, h — 0 et c 

m et h'—f = y ^ 

idooquo 

^ ■ 1 / J ^ of f — W -f- ‘i lUl) 

y 2 


or it 


2 ■ 2 

sicquo buius aoquationis 


dx ^ 


integrale completum erit 

,,(! + »)— + + + 


n nmnia Isi CommontivtioneB aualyticac 
LuoNiiAnDi Eur.BHi Oporn, omm. 


4 S 



1^78 KlUGMENTA NOVA EX ADVERSARIIS MATHE.\[AT10IS DEPROMPTA 


PROBLEMA 

Invenire conditmies, siiJ) qtiihus Indus aequationis 

dx I dy 

inicfjrale comqdehm algehraice exhiheri potest. 


= 0 


SOLUTIO 

Fingatur aeqiiatio canonica 

(a; + f)(y + 1) = ii'] 

erit clifFerentiando 


+ f/) + dy{x + /^) = 0 icleoque -= 0. 

Multiplicetnv per + /')(?/ + .9) = oi'iotui.' hiuic, 

aequatio 

I _ A 

m (x + fy + nh q- 2 (x + f ) “^ n {y gf + mli -h' 2 %T'(/) ” ’ 
quae habet ipsam formam propositam, eritque 


^ = m, R = nif-\- It, C = mff q- 2k f q- nli, 

51 == w, 55 = ng + /c, = ngg 2gk -f- mh. 

Cum igitur sit m = A et 51, ex aequationibus secimdis quaeraiitiir libtorao 
Z’ et ^ eritque et g^-^-. Hi valores substitiiantiir in tortiis, 

quae eruut 

c=^7^ + S(/» 0t g = + 

unde iit 5C(^ = RR~5353, unde defiuitur haec conditio 

Praeterea vero erit 


/i = 


AG-SS-^Jch 

A% 


sen 



III A ’ 


turn 
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PROBLEMA 

Invcnire conditiones, suh quibiis Indus aequalionis 


dx 


B a 


dy 


Ax^-\^2Bx~\'G ?(;?/-)- 2 S3 ?/ + (S 

inicyrale cm^detum algebrake exJdhcri potest 


SOLUTIO 

Fingatiir aeqiiatio canonica 
erifc differentiando 

Mll + a)-V<ln{x + f) = '^ idooqoo ^ ^ ' 

Multiplicetur per et ob (a + /)(;!/ + (j) = h oriolmr Imoo 

aequatio 


dx 


dy 


m (x h {x -|- f ) ” n (y ~\- gY -j- mh ~\- 2 k {y -\- g) ’ 

quae habet ipsam formam pro po si tarn, oritquo 

A = m, B ~ m f -\- h, C =m ff -I- ""Ikf -|- nh, 

§( = n, S3 = ng -j- /c, = ngg -\~ 2gk -f mh. 

Cum igitur sit w==A et n = %^ ex aoqiiationibus secunclis qi:iu,orautur littorao 
f ei g eritque et ^ pij valores substltuantur in tortiis, 

quae enmt 


BJB—lilc, 




S3S3-/JC 
1' 


unde fit AG = BB — ^S^8, undo definitiir haco conditio 


Praeterea vero orit 


j^_ AG~BBAhk 


turn 


sou , SlS-S8ffl + M 

A% 11” > 


f B-ic sa-k 




380 FRAGilENTA NOVA EX AOVBKSARIIS MATHEMATICIS DBPHOMPTA 


hiiiusque formae clifferentiale ipsam prop o si tarn dobet pro du cere, quod facioubi 
patebit. Methodo solita aiitem integrale priiuae partis est Arc. tang, (v; pro 
altera parte ponatur y -j- y = 8 sive y = ^ — ^ eritque niembruin 


Erit ergo 
ideoque 

ubi « = — 


2^^+! = UJ+T “ = a™, tang, {2y + 3). 

Arc. tang, x -|- Arc. tang. (2^/ + 3) = Arc. tang, a 

a; q- 2 y *f 3 
l — 2xy~?>x 

1 

h ' 


Adversaria mathcmaiica^ t. II, p. 178 — 179, IST). 
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